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Losungshinweise
und Bewertungskriterien

Allgemeines

Es ist immer wieder bewundernswert, wie viele Ideen, wie viel Wissen, Flei3 und Durch-
haltevermogen in den Einsendungen zur zweiten Runde eines Bundeswettbewerbs Informatik
stecken. Um aber die Allerbesten fiir die Endrunde zu bestimmen, miissen wir die Arbeiten
kritisch begutachten und hohe Anforderungen stellen. Von daher sind Punktabziige die Regel
und Bewertungen iiber die Erwartungen hinaus die Ausnahme. Lassen Sie sich davon nicht
entmutigen! Wie auch immer Thre Einsendung bewertet wurde: Allein durch die Arbeit an den
Aufgaben und den Einsendungen hat jede Teilnehmerin und jeder Teilnehmer einiges gelernt;
den Wert dieses Effektes sollten Sie nicht unterschitzen.

Bevor Sie sich in die Losungshinweise vertiefen, lesen Sie doch bitte kurz die folgenden An-
merkungen zu Einsendungen und den beiliegenden Unterlagen durch.

Bewertungsbogen Aus der ersten Runde oder auch aus fritheren Wettbewerbsteilnahmen
kennen Sie den Bewertungsbogen, der angibt, wie Ihre Einsendung die einzelnen Bewertungs-
kriterien erfiillt hat. Diesmal erhalten Sie keinen Bewertungsbogen auf Papier, sondern kon-
nen ihn im Anmeldesystem PMS einsehen. Im Zusammenhang mit dieser Neuerung haben
wir auch das Punktsystem der zweiten Runde umgestellt. In der ersten Runde ging die Be-
wertung noch von 5 Punkten aus, von denen bei Miéngeln dann abgezogen werden konnte. In
der zweiten Runde geht die Bewertung nun von 20 Punkten aus; dafiir gibt es deutlich mehr
Bewertungskriterien, bei denen Punkte abgezogen oder auch hinzuaddiert werden konnten.

Terminlage der zweiten Runde Fiir Abiturienten ist der Terminkonflikt zwischen Ab-
iturvorbereitung und zweiten Runde sicher nicht ideal. Doch leider bleibt uns nur die erste
Jahreshilfte fiir die zweite BwInf-Runde: In der zweiten Jahreshilfte 1duft nimlich die zweite
Runde des Mathewettbewerbs, dem wir keine Konkurrenz machen wollen. Aber: Sie hatten
etwa vier Monate Bearbeitungszeit fiir die zweite BwInf-Runde. Rechtzeitig mit der Bearbei-
tung der Aufgaben zu beginnen war der beste Weg, Konflikte mit dem Abitur zu vermeiden.
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Dokumentation Es ist sehr gut nachvollziehbar, dass Sie Thre Energie bevorzugt in die
Losung der Aufgaben, die Entwicklung Ihrer Ideen und die Umsetzung in Software flieBen
lassen. Doch ohne eine gute Beschreibung der Losungsideen, eine iibersichtliche Dokumen-
tation der wichtigsten Komponenten Ihrer Programme, eine gute Kommentierung der Quell-
codes und eine ausreichende Zahl sinnvoller Beispiele (die die verschiedenen bei der Losung
des Problems zu beriicksichtigenden Fille abdecken) ist eine Einsendung wenig wert. Bewer-
terinnen und Bewerter konnen die Qualitit Ihrer Einsendung nur anhand dieser Informationen
verniinftig einschitzen. Miangel konnen nur selten durch griindliches Testen der eingesandten
Programme ausgeglichen werden — wenn diese denn iiberhaupt ausgefiihrt werden konnen:
Hier gibt es hidufig Probleme, die meist vermieden werden konnten, wenn Losungsprogramme
vor der Einsendung nicht nur auf dem eigenen, sondern auch einmal auf einem fremden Rech-
ner getestet wiirden. Insgesamt sollte die Erstellung der Dokumentation die Programmierarbeit
begleiten oder ihr teilweise sogar vorangehen: Wer nicht in der Lage ist, Idee und Modell pri-
zise zu formulieren, bekommt keine saubere Umsetzung in welche Programmiersprache auch
immer hin.

Bewertungskriterien Bei den im Folgenden beschriebenen Losungsideen handelt es sich
um Vorschldge, nicht um die einzigen Losungswege, die wir gelten lieBen. Wir akzeptieren
in der Regel alle Ansitze, die die gestellte Aufgabe verniinftig 16sen und entsprechend do-
kumentiert sind. Einige Dinge gibt es allerdings, die — unabhiingig vom gewihlten Losungs-
weg — auf jeden Fall diskutiert werden miissen. Zu jeder Aufgabe gibt es deshalb einen Ab-
schnitt, indem gesagt wird, worauf bei der Bewertung letztlich geachtet wurde, zusitzlich
zu den grundlegenden Anforderungen an Dokumentation (insbesondere: klare Beschreibung
der Losungsidee, geniigend aussagekriftige Beispiele, wesentliche Ausziige aus dem Quellco-
de enthalten), Quellcode (insbesondere: Strukturierung und Kommentierung, gute Ubersicht
durch Programm-Dokumentation) und Programm (keine Implementierungsfehler).

Danksagung An der Erstellung der Losungsideen haben mitgewirkt: Meike Grewing (Auf-
gabe 1), Peter Rossmanith jr. und Nikolai Wyderka (Aufgabe 2) sowie Maximilian Janke (Auf-
gabe 3). Die Aufgaben wurden vom Aufgabenausschuss des Bundeswettbewerbs Informatik
entwickelt, und zwar aus Vorschldgen von Peter Rossmanith sr. (Aufgabe 1), Torben Hagerup
(Aufgabe 2) und Rainer Gemulla (Aufgabe 3).
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Aufgabe 1: Seilschaften

1.1 Grundlegende Uberlegungen

Zunidchst einmal wollen wir die Problemstellung verstehen: Die Eingabe besteht aus einer ma-
ximalen Gewichtsdifferenz d, einer Menge von Personen und Steinen, die jeweils ein Gewicht
und eine Ausgangsposition (oben oder unten) haben. Die beiden Korbe des Seilzugs sind zu
Beginn leer. Nun gelten die folgenden Bedingungen:

e Personen konnen selbst in die Korbe hinein bzw. aus ihnen heraus steigen und / oder
Steine hineinlegen bzw. herausnehmen.

e Ist der Inhalt des oberen Korbes schwerer als der des unteren, so fahrt der Seilzug, die
beiden Korbe tauschen also ihre Positionen.

e Sofern sich mindestens eine Person in einem der Korbe befindet, darf die Gewichtsdif-
ferenz (genauer: die Differenz zwischen den beiden Gesamtgewichten der Korbinhalte)
den Maximalwert d nicht iiberschreiten. Wenn nur Steine in den Korben sind, spielt d
keine Rolle, insbesondere konnen Steine alleine nach unten fahren.

e Ein Stein kann nur dann in einen Korb gelegt oder herausgenommen werden, wenn sich
an seiner Position auch eine Person befindet.

Gesucht ist nun nach einer kiirzesten Folge von Fahrten, mit der alle Personen sicher entkom-
men konnen. Jede solche Fahrt konnen wir als Ubergang zwischen zwei Zustcinden betrachten:
Ein Zustand ist definiert durch die Positionen aller Objekte. Eine Fahrt vertauscht die Positio-
nen der Objekte, die sich in den Korben befinden, und iiberfiihrt so einen Zustand in einen
anderen.

Gleichwertige Zustande

Wir werden im Folgenden héufig iiberpriifen miissen, ob zwei Zustinde A und B gleichwertig
sind. A und B sind genau dann gleichwertig, wenn wir A ohne eine Seilzug-Fahrt so dndern
konnen, dass B daraus entsteht. Dabei sind die oben genannten Bedingungen des Ritsels zu
beriicksichtigen. Zum Beispiel sind zwei Zustidnde gleichwertig, die sich nur darin unterschei-
den, dass eine bestimmte Person im Korb oder auflerhalb des Korbes ist - die Person kann
einfach aus dem Korb heraus- bzw. in ihn hinein steigen. Das gilt fiir Steine jedoch nicht. So-
fern keine Person anwesend ist, miissen wir also bei den Positionen auch zwischen im Korb
und aufserhalb unterscheiden.

Wir konnen davon ausgehen, dass zu jeder Zeit mindestens eine Person auf dem Turm ist - an-
sonsten sind schon alle entkommen und es ist nichts mehr zu tun. Das heif3t, wir konnen oben
auf die Unterscheidung zwischen im Korb und auflerhalb verzichten und es gibt insgesamt
drei verschiedene Positionen: oben, unten im Korb und unten auferhalb. Wir unterscheiden
zwei Fille:
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e Falls eine Person unten ist: A und B sind genau dann gleichwertig, wenn in beiden
Zustinden dieselben Objekte auf dem Turm sind. Alle anderen Objekte sind dann in
beiden Zustdnden unten. Dabei ist irrelevant, ob diese Objekte im Korb sind oder nicht;
eine anwesende Person kann alle Objekte bewegen.

e Falls keine Person unten ist: A und B sind genau dann gleichwertig, wenn in beiden
Zustianden jeweils dieselben Objekte auf dem Turm sind, unten im Korb sind und unten
aullerhalb des Korbs sind. Insbesondere kann man einen einzelnen Stein zwar nach un-
ten fahren lassen, ohne eine unten anwesende Person kann er den Korb dort aber nicht
verlassen.

1.2 Breitensuche

Wie losen wir mit diesen Uberlegungen das Problem? Es liegt nahe, die Menge aller Zustinde
und die Uberginge dazwischen als Graph zu betrachten. Jeder Zustand stellt einen Knoten dar,
jeder Ubergang eine Kante: Gibt es einen Ubergang, der einen Zustand A in einen Zustand B
umwandelt, so enthélt der Graph eine Kante zwischen den Knoten A und B.

Beginnend mit dem Startzustand, der durch die Eingabe definiert wird, suchen wir nun mittels
Breitensuche nach erreichbaren Zustinden: Wir speichern eine Warteschlange Q von Zustin-
den, die wir gefunden haben und fiir die wir noch ihre Nachbarzustinde suchen miissen. Am
Anfang enthilt Q nur den Startzustand. In einer Menge F' speichern wir alle Zustinde, die
wir schon komplett bearbeitet haben (d.h. fiir die wir schon alle Nachbarzustinde gesucht
haben).

Solange Q nicht leer ist, entnehmen wir den ersten Zustand x und fiigen ihn zu F hinzu.
Dann wenden wir auf x jeden erlaubten Ubergang an. Dies liefert uns eine Menge von Fol-
gezustdnden. Fiir jeden dieser Folgezustinde iiberpriifen wir, ob wir ihn schon kennen. Falls
ja, verwerfen wir ihn; im Laufe der Suche werden die Wege zu neu entdeckten Zustdnden
nur ldnger, wir suchen aber nach einer kiirzesten Folge von Seilzug-Fahrten. Falls wir jedoch
einen neuen Zustand z finden, priifen wir, ob er ein Zielzustand ist, ob sich in z also keine
Person mehr auf dem Turm befindet. Ist dies der Fall, so geben wir z aus, mitsamt der Folge
von Seilzug-Fahrten, die uns vom Startzustand zu z gefiihrt hat. Andernfalls reithen wir ihn in
die Warteschlange Q ein und fahren mit dem néchsten Knoten fort.

Stellen wir irgendwann fest, dass Q keine Zustinde mehr enthilt, haben aber noch keinen Ziel-
zustand gefunden, so gibt es einfach keine Folge von Seilzug-Fahrten, mit der alle Personen
sicher aus dem Turm entkommen konnen. Dies geben wir dann aus.

Reprasentation und Abgleich von Zustéanden

Der Vergleich zweier Zustinde ist in der Breitensuche eine hédufige Operation. Es kann sich
also lohnen, diese moglichst effizient zu gestalten. Zwei Ideen hierzu: Die Zustinde konnten
verwaltet werden

e ... in einer Hashtabelle, wobei die Hashfunktion fiir gleichwertige Zustidnde den glei-
chen Hashwert berechnet.



33. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

e ... als Bitvektoren, wobei entscheidend ist, dass gleichwertige Zustinde iiber schnelle
Bitoperationen auch als gleichwertig erkannt werden konnen.

Die Verwaltung der Zustinde sollte auch weitere Operationen effizient unterstiitzen, etwa die
Entscheidung iiber die Anwendbarkeit einer Fahrt (s.u.).

Vorausberechnen aller erlaubten Fahrten

Um die Berechnung etwas zu beschleunigen, berechnen wir vor Beginn der Breitensuche al-
le zuldssigen Fahrten. Bei n Objekten gibt es 2" Teilmengen, also theoretisch auch etwa 2"
Moglichkeiten die Korbe zu beladen. Durch die Beschriankung, dass Personen nur sicher fah-
ren, wenn sich die Gewichte der beiden Korbinhalte nicht um mehr als d unterscheiden, gibt
es im Allgemeinen jedoch viel weniger erlaubte Fahrten. Dadurch, dass wir diese im Voraus
berechnen, miissen wir wihrend der Breitensuche nur noch iiberpriifen, welche von ihnen sich
jeweils auf den aktuellen Zustand anwenden lassen.

Eine Fahrt (O, U) ist durch die Angabe von zwei Mengen von Objekten definiert: Der Inhalt O
des oberen Korbs und der Inhalt U des unteren Korbs. Dabei muss O schwerer sein als U und
die maximale Gewichtsdifferenz eingehalten werden, oder beide Mengen diirfen nur Steine
enthalten. Wir kdnnen also recht einfach alle zulédssigen Fahrten bestimmen:

1. Bestimme alle 2" Teilmengen der n Objekte.

2. Fiir jede Teilmenge M und jede dazu disjunkte leichtere Teilmenge N: Falls M — N < d
gilt oder beide Mengen nur Steine enthalten, fiige (M,N) zur Menge aller zulidssigen
Fahrten hinzu.

Anwenden einer Fahrt

Wir konnen eine Fahrt (O,U) genau dann auf einen Zustand z anwenden, wenn alle Objekte
aus O sich in z auf dem Turm befinden und alle Objekte aus U unten. Falls sich unten min-
destens eine Person befindet, reicht dies aus. Falls jedoch unten ausschlieBlich Steine sind,
miissen wir aulerdem iiberpriifen, ob der Inhalt des unteren Korbes genau U ist, da Steine
sich bekanntlich nicht selbst bewegen konnen.

Ist (O,U) anwendbar, so vertauschen wir einfach die Positionen der Objekte in O und U.
Anschlieend befinden sich die Objekte aus U oben, die aus O unten im Korb.

1.3 Gedanken zur Laufzeit
Vorbereitung

Das Berechnen aller Teilmengen der n Objekte und aller zulédssigen Fahrten erfordert Zeit
O(2"). Wichst n, so wird diese Laufzeit schnell riesig. Es stellt sich also die Frage, ob wir
nicht ohne das Berechnen der Teilmengen eine deutlich bessere Laufzeit erreichen konnten.
Betrachten wir jedoch die Losung zur Beispieleingabe 2, so stellen wir fest, dass diese 2" — 1
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Seilzugfahrten erfordert. Allein das Ausgeben der Losung braucht also schon Zeit O(2"). Wir
wissen somit, dass wir im Allgemeinen keine bessere Laufzeit als O(2") erreichen kénnen.

Breitensuche

Interessanter ist die Laufzeit fiir die Breitensuche. Diese hidngt mageblich davon ab, wie viele
Zustinde es gibt. Im schlimmsten Fall ist erst der letzte gefundene Zustand ein Zielzustand,
wie zum Beispiel bei Eingabe 2. Sind s der n Objekte Steine, so gibt es 2" 4 3® — 2% verschie-
dene Zustidnde (jedes Objekt kann entweder oben oder unten sein, und falls alle Personen oben
sind, miissen wir bei den Steinen zwischen drei verschiedenen Positionen unterscheiden), also
nicht mehr als 3”.

Die Breitensuche dauert besonders dann ,,unnétig® lange, wenn auf die einzelnen Zustinde
viele Ubergédnge anzuwenden sind; dann miissen erst sehr viele Zustidnde betrachtet werden,
bevor ein Zielzustand gefunden wird.

Mogliche Verbesserungen

Wir haben oben abgeschitzt, wie hoch die Laufzeit im schlimmsten Fall ist. Vielleicht konnen
wir Heuristiken anwenden, um schneller einen Zielzustand zu finden?

In der Aufgabenstellung ist nach einer kiirzesten Folge von Seilzug-Fahrten gefragt. Das heift,
wenn wir eine mogliche Folge von Seilzug-Fahrten finden, die zu einem Zielzustand fiihrt, so
miissen wir auch sicherstellen, dass es keine kiirzere gibt. Die Breitensuche garantiert uns dies,
auf einigen Eingaben (z.B. Beispieleingabe 4) ist sie aber sehr langsam. Eine leichte Verbes-
serung ist moglich, wenn parallel zur Breitensuche vom Ausgangszustand eine Breitensuche
vom Zielzustand aus in Richtung Ausgangszustand durchgefiihrt wird. Man spricht von einer
bidirektionalen Breitensuche; eine Losung ist gefunden, wenn sich die beiden Suchen ,,tref-
fen®, also den gleichen Zustand erreichen.

Eine Alternative ist die A*-Suche: Bei der Breitensuche haben wir als nidchsten zu bearbeiten-
den Knoten immer einen bekannten Knoten ausgewihlt, zu dem der bisherige Weg minimal
war. Ist dieser Zustand aber sehr weit weg von einem Zielzustand (etwa, weil sich alle Perso-
nen auf dem Turm befinden), so scheint es wahrscheinlicher, dass ein anderer Zustand schnel-
ler zum Ziel fiihrt. Wir konnten also eine Bewertungsfunktion einfithren, die abschitzt, wie
viele Seilzug-Fahrten von einem bestimmten Zustand aus noch benétigt werden. Im Suchalgo-
rithmus wihlen wir dann einen bekannten Zustand, fiir den die bisherige Anzahl von Seilzug-
Fahrten plus der Wert der Bewertungsfunktion minimal ist.

1.4 Losungen zu den Beispieleingaben

Die vorgegebenen Beispieleingaben haben die im Folgenden gezeigten Losungen. Die Aus-
gaben enthalten in jeder Zeile einen Zustand, beginnend mit dem gegebenen Anfangszustand.
Die in den folgenden Zeilen angegebenen Zustidnde sind jeweils aus dem Zustand der vor-
hergehenden Zeile durch eine Seilzug-Fahrt direkt erreichbar. In den Zustinden werden die
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Personen und Steine dhnlich wie in den Eingaben, aber etwas kompakter beschrieben: Der
erste Buchstabe (P oder S) gibt an, ob es sich um eine Person oder einen Stein handelt; die
folgende Zahl gibt das Gewicht an, und abschlieend folgt die Position: ~ fiir oben und __ fiir
unten. In der letzten Zeile miissen also alle mit P beginnenden Strings mit __ enden.

Beispiel 0: Originales Ratsel

10 Fahrten:
P195" P105"
P195” P105"
P195" P105"
P195" P105_
P195" P105_
P195_ P105"
P195_ P105"
P195_ P105"
P195_ P105_
P195_ P105_
P195_ P105_

Beispiel 1

14 Fahrten:
S1™ P2” S47

S1_ P2~ 54”7
S1~ P2_ sS4~
S1_ P2_ S4_
S1~ P2~ S4”7
S1_ P2™ S4_
S1~ P2_ S4_
S1_ P2_ S4_

S1” P2~ S4°
S1_ P2~ s47
S1” pP2_ sS4
S1_ P2_ S4_
S1” p2n S4°
S1_ P2~ S4_
S1” P2_ S4_

Beispiel 2

511 Fahrten:
P1~ P2~ P4"
P1_ P2~ P4"
P1~ P2 P4~
P1_ P2_ P4"
P1~ P2” P4_
P1_ P2 P4_

Po0”
Po0”
PO0_
Po0”
Po90”
Po0”
Po90”
PO0_
P90”
Po0”
PO0_

P8~
P8~
P8~
p8~
P8_
P8_
P8_
P8_
P8~
pg8”
pg8~
P8~
P8_
P8_
P8_

P8~
P8~
P8~
p8~
P8~
P8~

S75%
ST5_
S75%
S75%
ST75_
S75%
ST5_
S75%
S75%
ST5_
S75%

Sie”
Sle”
Sle”
Sle”
Sle”
Sle_
Slé_
Sle_
Sle”
Sle_
Slé_
Slée_
Slé_
Slée_
Sl6_

Pl6”"
Pl6”
P1l6”"
Pl6”
P16”"
plen

pP32”
p32"
p32~
p32*
p32~
p32*
p32~
p32*
P32_
P32_
P32_
P32_
P32_
P32_
P32_

pP32”7
p32"
p32~
p32*
p32~
p32*

s64n
Se4”
Se4”
sSe4”
Se4”
sSe4”
Se4”
Se4”
Se4”
s64n
Se4n
s64n
sSe4”
Se4”
sSe4”

P64”
pP64n
P64n
pP64n
P64n
pP64"

pP128~
pP128~"
pP128~"
p128”
P128~"
pP128"

P256"
P256"
P256"
P256"
P256"
p256~
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P1~ P2_ P4_ P8” P1l6”™ P32” P64" P128" P256"
P1_P2_ P4_ P8" Pl6” P32" P64”" P128" P256"

P1_ P2_ P4_ P8_ P16_ P32_ P64_ P128_ P256_
Beispiel 3

27 Fahrten:

P116” P231” S50_ P55” P101_ P185” P211_ P200_ P224"
Pll6_ P231_ S50” P55% P101” P185” P211" P200" P224_
Pl116_ P231_ S50_ P55” P101” P185” P211” P200" P224_
P116” P231”~ S50~ P55 P101” P185” P211_ P200_ P224_
P116” P231” S50_ P55” P101” P185” P211_ P200_ P224_
P116_ P231” S50~ P55_ P101_ P185”" P211” P200_ P224_
Pll6_ P231” S50_ P55_ P101_ P185” P211” P200_ P224_
P116_ P231_ S50~ P55~ P101” P185" P211_ P200_ P224"
Pll6_ P231_ S50_ P55* P101” P185” P211_ P200_ P224"
P116” P231_ S50” P55_ P101_ P185” P211_ P200" P224_
P1l16” P231_ S50_ P55_ P101_ P185” P211_ P200" P224_
P116” P231_ S50” P55_ P101” P185_ P211_ P200_ P224"
P116” P231_ S50_ P55_ P101” P185_ P211_ P200_ P224"
Pl116_ P231_ S50” P55” P101” P185_ P211_ P200_ P224"
P116_ P231_ S50_ P55~ P101” P185_ P211_ P200_ P224"
P116” P231_ S50”~ P55_ P101_ P185_ P211_ P200" P224_
P116” P231_ S50_ P55_ P101_ P185_ P211_ P200" P224_
Pll6_ P231_ S50” P55* P101_ P185_ P211_ P200" P224_
P116_ P231_ S50_ P55~ P101_ P185_ P211_ P200" P224_
Pll6_ P231_ S50_ P55" P101_ P185” P211_ P200_ P224_
P116_ P231_ S50~ P55_ P101_ P185” P211_ P200_ P224_
P1l16” P231_ S50” P55” P101_ P185_ P211_ P200_ P224_
P116” P231_ S50_ P55” P101_ P185_ P211_ P200_ P224_
P1l16” P231_ S50” P55_ P101_ P185_ P211_ P200_ P224_
P116” P231_ S50_ P55_ P101_ P185_ P211_ P200_ P224_
P116_ P231_ S50~ P55~ P101_ P185_ P211_ P200_ P224_
Pll6_ P231_ S50_ P55” P101_ P185_ P211_ P200_ P224_
P116_ P231_ S50~ P55_ P101_ P185_ P211_ P200_ P224_

Beispiel 4

23 Fahrten:

P195~ P105” P90~ S75* P137”~ P55” P101_ P185" P199"
P195* P105” P90~ S75_ P137”~ P55” P101_ P185" P199"
P195~ P105” P90O_ S75* P137” P55~ P101_ P185" P199"
P195* P105” PY90O_ S75_ P137”~ P55” P101_ P185" P199"
P195~ P105” P90O_ S75* P137”~ P55~ P101” P185_ P199"
P195” P105~ P90_ S75_ P137” P55~ P101” P185_ P199"
P195* P105_ P90~ S75* P137”~ P55_ P101” P185" P199_
P195” P105_ P90~ S75_ P137” P55_ P101” P185" P199_
P195_ P105” P90~ S75* P137”~ P55_ P101” P185" P199_
P195_ P105~ P90~ S75_ P137” P55_ P101” P185” P199_
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P195_ P105” PS0O_ sS75”~ P137~ P55_ P101” P185" P199_
P195_ P105”~ P90_ S75_ P137” P55_ P101” P185" P199_
P195”~ P105_ PS0” S75” P137_ P55~ P101” P185_ P199_
P195~ P105_ P90~ S75_ P137_ P55~ P101” P185_ P199_
P195_ P105" P90” S75” P137_ P55~ P101” P185_ P199_
P195_ P105" P90~ S75_ P137_ P55~ P101” P185_ P199_
P195_ P105_ PS0” S75” P137_ P55_ P101_ P185" P199_
P195_ P105_ PS0” S75_ P137_ P55_ P101_ P185" P199_
P195_ P105" PS0” S75” P137_ P55_ P101_ P185_ P199_
P195_ P105" P90~ S75_ P137_ P55_ P101_ P185_ P199_
P195_ P105” PS0_ sS75” P137_ P55_ P101_ P185_ P199_
P195_ P105" PS90_ S75_ P137_ P55_ P101_ P185_ P199_
P195_ P105_ P90~ S75_ P137_ P55_ P101_ P185_ P199_
P195_ P105_ PS0_ sS75” P137_ P55_ P101_ P185_ P199_

Beispiel 5

Beispiel 5 hat keine Losung.

Beispiel 6

9 Fahrten:

P109” S120_ P156” P55" P149”~ P185" P85_
P109” S120” P156_ P55_ P149~ P185”~ P85"
P109” S120_ P156_ P55_ P149~ P185" P85"
P109” S120” P156"~ P55” P149_ P185_ P85"
P109” S120_ P156” P55” P149_ P185_ P85"
P109_ S120” P156_ P55_ P149_ P185~ P85"
P109_ S120_ P156_ P55_ P149_ P185" P85"
P109_ S120” P156_ P55” P149_ P185_ P85"
P109_ S120_ P156_ P55” P149_ P185_ P85"
P109_ S120” P156_ P55_ P149_ P185_ P85_

1.5 Erweiterungen

Sollte ein so schones Ritsel iiberhaupt verdndert werden? Wer es nicht lassen will, hat schon
einige Moglichkeiten. Insbesondere konnten weitere Typen fiir die beteiligten Subjekte ein-
gefiihrt werden, fiir die dann spezielle Regeln gelten. Ein Beispiel: Es werden auch Hunde
transportiert, deren Herrchen (oder Frauchen; geschlechtsneutral vielleicht ,,Personchen*) un-
ter den Personen ist. Hunde kénnen nur dann in den Korb hinein bzw. aus dem Korb hinaus
springen, wenn ihr Personchen sich an der gleichen Position befindet. Auch kénnte man sich
tiberlegen, die Steine durch Glaskugeln zu ersetzen (die Situation ist ja ohnehin recht mér-
chenhaft); mit dem Nachteil, dass Glaskugeln, die alleine nach unten fahren, beim Aufprall
zerstort werden, also nur fiir eine Fahrt nach unten zur Verfiigung stehen. Solche Veréinde-
rungen konnen Reprisentation und den Abgleich von Zustinden sowie die Entscheidung iiber
die Anwendbarkeit von Fahrten durchaus verkomplizieren und deswegen als Erweiterung gel-
ten.
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1.6 Bewertungskriterien

e Unabhingig vom gewihlten Verfahren miissen die genannten Bedingungen des Ritsels
alle korrekt eingehalten werden.

e Vollstandige Suche und auch Tiefensuche sind zu aufwéndig, Greedy-Ansitze liefern
keine korrekten Ergebnisse; hierfiir gibt es also Abziige.

e Eine Breitensuche ist der beste bekannte Ansatz, allerdings sind Verbesserungen mog-
lich. Die Laufzeit kann insbesondere dadurch verbessert werden, dass . ..

. die Zustandsmenge nicht unnotig groB ist; damit wird der Verzweigungsfaktor des
Suchbaums kleiner. Dabei ist wichtig, fiir Personen und Steine nicht zu viele ver-
schiedene Positionen anzunehmen, aber auch nicht zu wenig. Vier verschiedene
Positionen (oben/unten im Korb/nicht im Korb) fiir Personen und auch Steine zu
unterscheiden fiihrt zu einer unnotig groen Zustandsmenge, wihrend nur zwei
verschiedene Positionen (oben und unten) zu wenig sind und zu Fehlern fithren
diirften.

. der Vergleich von Zustédnden optimiert wird; einige Moglichkeiten dazu sind oben
skizziert.

e Anderweitige Verbesserungen des Verfahrens konnen mit Pluspunkten belohnt werden.

e Die theoretische Laufzeit sollte diskutiert werden. Eine formal wasserdichte Analyse
ist nicht gefordert, aber es sollte nicht nur von konkreten Laufzeiten, sondern auch von
GroBenordnungen die Rede sein. Im Detail hingt das Ergebnis der Laufzeitanalyse da-
von ab, welche Positionen voneinander unterschieden werden.

e Inder Regel sollten alle vorgegebenen Beispiele bearbeitet und deren Ergebnisse korrekt
berechnet und dokumentiert sein. Wichtig ist insbesondere, dass fiir Beispiel 2 (wobei
die Losung in der Dokumentation nicht komplett angegeben sein sollte) und Beispiel 5
die richtigen Ergebnisse bestimmt und in der Dokumentation angegeben sind. Eigene
aussagekriftige(!) Beispiele konnen positiv bewertet werden.

e Die Ausgabe sollte iibersichtlich und nachvollziehbar gestaltet sein. Idealerweise wird
die Anzahl der ndtigen Fahrten mit ausgegeben — am besten zuerst. Ausfiihrliche An-
gaben zu Fahrten und Zustinden in der Ausgabe mogen interessant sein, eine lingliche
Ausgabe kann aber auch schwer nachvollziehbar sein. Die Verdnderungen zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Ziigen sollten leicht zu erkennen sein, damit auch die Giil-
tigkeit der durchgefiihrten Fahrten gut zu iiberpriifen ist.

10
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Aufgabe 2: Panorama-Kegeln

2.1 Einleitung

Die Aufgabenstellung beschreibt ein Spiel: N Kegel stehen auf einer Kreisscheibe mit Radius
R. Die Spieler werfen abwechselnd eine Kugel mit festem Radius 1 und versuchen, langfristig
moglichst viele Kegel zu treffen. N und R sind die Spielparameter, fiir die die Werte N =
20 und R = 2 initial vorgegeben sind. Ein Spieler ist menschlich, der Gegenspieler (genannt
Randy) ist eine zufillig spielende KI, die in jeder Spielrunde anfangen darf.

Die Losung dieser Aufgabe besteht prinzipiell aus zwei Teilen:

1. Das Spiel soll als Programm implementiert werden, einschlieBlich des Gegners Randy,
wobei ein besonderes Augenmerk auf eine effiziente und einfache gleichmifBige Vertei-
lung der Kegel auf eine Kreisscheibe und auf eine bequeme Bedienbarkeit des Spiels
durch den menschlichen Spieler gelegt werden soll.

2. Es soll eine Strategie gefunden werden, die auf lange Sicht bei bestimmten Spielpa-
rametern gegen Randy (eine zufillig spielende KI, die immer anfangen darf) gewinnt.
Anschlieend soll der Erfolg der Strategie bei anderen Spielparametern ermittelt wer-
den.

Der zweite Teil der Aufgabe wird sich als ungleich schwieriger erweisen, da eine solche Stra-
tegie bei den gegebenen Werte fiir die Spielparameter einfach nicht existiert und diese Tei-
laufgabe damit streng genommen nicht losbar ist. Daher wird von den Teilnehmern erwartet,
dass sie diese Umstdnde erkennen und verniinftig begriinden oder belegen, dass eine solche
Strategie nicht existiert und nicht nur die eigene Strategie zu schlecht ist. AuBBerdem sollen
sie (einigermalflen ausfiihrlich) untersuchen, ob und inwiefern andere Spielparameter geeignet
sind, um Gewinnstrategien zu finden.

Zunichst seien aber die im Folgenden verwendeten Begriffe definiert:

Abbildung 1: Zur Veranschaulichung der Konventionen und des Spielfelds

11



| B N O R

33. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

e Das Spielfeld ist ein Kreis mit Radius R, auf dem zu Beginn einer Runde N Kegel
gleichmiBig verteilt aufgestellt werden. Die beiden Zahlen N und R bilden die oben
genannten Spielparameter.

e Die Wurfkugel hat stets einen Radius von r = 1 und muss auch nicht variiert werden, da
lediglich das Verhiltnis R/r relevant ist.

e Der Mittelpunkt des Spielfelds ist der Punkt (0,0). Natiirlich sind hier bei den Teilneh-
mern auch andere Konventionen zu erwarten und zuldssig.

e Ein Wurf besteht aus der Angabe eines Punktes (x,y) und eines Winkels ¢ beziiglich
der x-Achse, unter dem das Zentrum der Kugel den Punkt passiert (siche Abb. 1). Es
reicht dabei, Winkel im Intervall [0, 180°) zuzulassen, da Wiirfe unter den Winkeln ¢
und ¢ + 180° zum gleichen Ergebnis fiihren. Tatsdchlich wiirde es statt der Angabe
eines Punktes im Feld auch ausreichen, beispielsweise nur die Ordinate der Wurfbahn
anzugeben. Der Ubersichtlichkeit der Rechnungen zuliebe gehen wir aber davon aus,
dass tatsichlich ein Punkt gegeben ist.

2.2 Verteilung der Kegel

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten, um N Kegel gleichmifBig auf einer Kreisscheibe
mit Radius R zu verteilen. Im Folgenden werden drei Methoden vorgestellt.

Monte-Carlo-Methode

Die wohl einfachste Methode, um die Kegel zu verteilen, ist das wiederholte Ziehen eines
Punktes (x,y) aus dem Quadrat [—R,R] X [—R, R]. AnschlieBend wird getestet, ob der Punkt
in dem Kreis liegt (x> +y> < R?) und gegebenenfalls verworfen und solange neu gezogen, bis
diese Bedingung erfiillt ist. In Python-Code sieht das so aus:

def randomPoint (r) :
while True:
X,y = (random.uniform(-r, r), random.uniform(-r, r))
if x*x + yxy <= r*r:
return x,y

Diese Methode ist, was die Effizienz angeht, gerade noch in Ordnung. Besser (und eventuell
mit Bonuspunkten zu belohnen) ist jedoch folgende:

Radius-Winkel-Methode

Etwas mehr Uberlegung erfordert es, wenn man den Radius und Winkel (beziiglich der x-
Achse) zufillig bestimmen mochte. Der naive Ansatz, den Radius dabei gleichverteilt aus
dem Intervall [0,R] zu ziehen, fithrt zu einer Verteilung, bei der deutlich zu viele Kegel im
Zentrum der Scheibe liegen (Abb. 2, Mitte). Stattdessen muss der Radius mit der Wurzel-
funktion gewichtet werden. Zum Verstindnis des Gebrauchs der Wurzel: Der Teilkreis mit

12



B W o =

O 00 39 N L AW~

33. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

Radius R/2 hat nur ein Viertel der Fliche des gesamten Kreises mit Radius R. Daher soll-
te auch die Wahrscheinlichkeit, ein zufilliges » < R/2 zu ziehen, ein Viertel betragen. Mit
der falschen Berechnung wire sie aber 1/2, deshalb wiren die Punkte in der Mitte zu dicht
beieinander. In Python-Code:

def randomPoint (r) :
radius = sqgrt (random.uniform (0, rx*r))

phi = random.uniform (0, 2xpi)
return cos (phi)xradius, sin(phi) *radius

Quantil-Methode

Die Holzhammer-Methode mit zweifelhaftem Erfolg: Mochte man zunichst die x-Kompo-
nente des Punktes bestimmen und erst anschlieBend die y-Komponente, muss man erstere
gemil der Verteilungsdichte p(x) = #\/ R? — x2 bestimmen. Hat man aber nur Zugriff auf
einen gleichverteilenden Zufallsgenerator, benutzt man iiblicherweise die Methode der Quan-
tilen. Dazu muss die Umkehrfunktion /(z) = R~!(z) der Stammfunktion R(x) = [ p(x/)dx’
der Verteilungsdichte bestimmt werden. Anschliefend kann man die gesuchte Zufallsvaria-
ble x bestimmen, indem ein gleichverteiltes z aus [—%, %] (das Intervall ist abhiingig von der
Integrationskonstanten) gezogen und x iiber x = /(z) bestimmt wird.

Das Problem an der Methode: Es gibt keinen analytischen Ausdruck fiir /(z) bei dieser Wahl
von p. Stattdessen kann man sie als Taylor-Reihe approximieren und erhilt bis zur 6. Ordnung
genau
R7 2 5 1374
1(2) = = (z+ =2+ —2°).
(&) =5 557 T g%

SchlieBlich wird bei bekanntem x das zugehorige y gleichverteilt zwischen —v/R? — x2 und
V' R? — x? bestimmt. In Python-Code sieht das schlieBlich so aus:

def I(x,r):
return r* (pi/2*x + 1/6.0x(pl/2) **3 * x*%3
+ 13.0/(5%4%x3%x2) x (pi/2)**5 * x*x5)

def randomPoint (r) :

z = random.uniform(-0.5,0.5)
x = I(z,r)
y = random.uniform(—-sqrt (r*r—-x+*x), sqrt (r*xr—-x*x))

return x,y
Durch die Niherung ist das Ergebnis aber nicht sehr gut (siehe Abb. 2, rechts). Dies lésst sich
zwar durch hohere Ordnung der Nédherung verbessern, in jedem Fall entspricht diese Moglich-
keit aber nicht der Voraussetzung der Einfachheit und sollte mit Abzug bestraft werden.

2.3 Implementierung der Simulation

Bei der Implementierung der Simulation sind zwei Aspekte besonders interessant: Wie be-
stimmt man die durch einen Wurf umgeworfenen Kegel und was ist darunter zu verstehen,

13
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Abbildung 2: Zufallsverteilungen. Links: Korrekte Verteilung, Mitte: Nicht gewichtete
Radius-Winkel-Methode, Rechts: Quantil-Methode

dass man moglichst bequem spielen kann, wie es in der Aufgabenstellung gefordert wird?
Zunichst zur Bequemlichkeit:

e Da es bei der Simulation darum geht, auf lange Sicht mehr Punkte als der Gegenspieler
zu sammeln, soll man mehrere aufeinanderfolgene Runden spielen und den Punktestand
mitverfolgen konnen.

e Der Spielstand der aktuellen Runde soll jederzeit, der iiber alle Runden akkumulier-
te Stand zumindest nach jeder Runde angezeigt werden. Die Aufgabenstellung spricht
eindeutig davon, dass nicht die Anzahl der Siege, sondern die iiber viele Runden gesam-
melten Punkte (als Zahl umgeworfener Kegel) relevant ist.

e Die Eingabe der Wurfparameter, also Punkt und Winkel, kann entweder mit der Maus
auf einem gezeichneten Spielfeld oder mittels Eingabe der Daten in ein Textfeld o.A. er-
folgen. Es darf die Moglichkeit, die Runde nach dem Wurf zu beenden, nicht vergessen
werden. Es reicht aus, wenn der Winkel nur als ganzzahlige Gradangabe angegeben wer-
den kann, da die Simulation auf der Wettbewerbsplattform auch nur mit ganzzahligen
Winkeln zurechtkommt.

e In jedem Fall muss vor der Bestitigung des Wurfs erkennbar sein, welche Kegel umge-
worfen wiirden.

e Der Wurf des KI-Gegners soll gut nachvollziehbar sein. Es reicht also nicht aus, dass
einfach Kegel verschwinden, es miissen zumindest fiir einige Zeit die Wurfbahn oder
die getroffenen Kegel markiert werden.

Zur Bestimmung der durch einen Wurf betroffenen Kegel bieten sich zwei Methoden an:

Kegel-Erfassung durch Vektorrechnung

Das Problem der Bestimmung der umgeworfenen Kegel lisst sich auf das Problem der Bestim-
mung des Abstands eines Punktes (Kegelposition) zur Wurfbahn zuriickfithren. Die Wurfbahn
lasst sich unter Angabe eines Punktes p und eines Winkels ¢ wie folgt beschreiben:

FA) =P+ AT

14



O 0 9 N L AW N~

—
N o= O

33. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

mit 7 = (cos @,sin®)T, [f| = 1. Sei nun die Position g eines Kegels gegeben und der Abstand
zur Wurfbahn soll bestimmt werden (siehe Abb. 1). Gesucht ist also A, sodass der Abstand
zwischen X(Ap) und § minimal ist. Dies ist offenbar dann der Fall, wenn der Verbindungsvektor
g —X(Ap) senkrecht auf der Wurfbahn steht, also

(4 —X(%0)) =0,

wobei - das Skalarprodukt bezeichnet. Umgeformt nach Ay erhélt man

mitd = g — p. Der Abstand [ zur Wurfbahn entspricht jetzt der Linge des Verbindungsvekors
d—Xx(A), also

P = (G-3(0)7 = (d-2)
= & —200(d-D+23
= d’°—(d-7)>~

Sowohl 7 als auch d = g — p sind bekannt und der Abstand lisst sich berechnen. Ein Kegel
wird genau dann getroffen, wenn / < 1, da der Radius der Wurfkugel 1 betrégt.

Eine Implementierung in Python konnte wie folgt aussehen:

def dot (pl, p2):
return pl[0]*p2[0] + pl[1l] » p2[1]

def findPins(pins, phi, x, vy):

ans = []

t = (cos(phi), sin(phi))

for j in range (0, len(pins)):
g = (pins[Jj].x, pins[]j].Vy)
d = (pl0] - ql0], p[1l] - gqlll])
distance = sqgrt(dot(d, d) - dot(d,t)**x2)
if distance <= 1: ans.append(7j)

return ans

Die Methode findPins gibt dabei die Liste ans zurlick mit den Indizes aller betroffenen
Kegel, die in der Bahn liegen. Sind zum Beispiel drei Kegel betroffen und in pins an 3., 8.
und 11. Stelle gespeichert, so ist ans die Liste [2, 7, 10].

Kegel-Erfassung durch Drehung

Alternativ kann auch durch Drehung der Koordinaten der Kegel ermittelt werden, ob sie ge-
troffen werden. Dazu werden bei einem Wurf unter dem Winkel ¢ alle Koordinaten um den
Winkel ¢ im Uhrzeigersinn gedreht (bzw. um den Winkel —¢ gegen den Uhrzeigersinn).
Abb. 1 hilft beim Verstdndnis. Man stelle sich vor, dass die Kreisscheibe samt aller Kegel und
Laufbahn um ¢ zuriickgedreht wird. Nun liegt die Bahn waagerecht und die x-Koordinaten
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von p und g spielen keine Rolle mehr, nur die y-Werte, welche sich maximal um 1, den Radi-
us der Kugel, unterscheiden diirfen, damit der Kegel in der Bahn liegt.

Die im Uhrzeigersinn gedrehten Koordinaten (x/,y") bestimmt man aus den urspriinglichen
(x,) so:

X = Xxcos@—ysin@

= xsin@+ycos@

In Python-Code lieBe sich das beispielsweise so implementieren:

def findPins(pins, phi, x, vy):
ans = []
shift = xxmath.sin(phi) + y*math.cos (phi)
for j in range (0, len(pins)):
res = pins[j].xxmath.sin(phi) + pins[j].y*math.cos (phi)
if shift-1 <= res <= shift+l: ans.append(]j)
return ans

Alternative Methoden

Natiirlich sind auch andere Methoden erlaubt und denkbar. Beispielsweise kann die Wurfbahn
und deren obere und untere Begrenzung der Reichweite als lineare Funktionen dargestellt
werden. Ein Kegel ist dann getroffen, wenn er zwischen den Begrenzungen liegt.

2.4 Kl-Strategien

Schlussendlich soll Anna durch eine KI ersetzt werden, die langfristig gegen Randy gewinnt.
Randy wirft zwar zufillig, darf aber stets anfangen. Es stellt sich also zunéchst die Frage, wie
viele Kegel Randy bei gegebenem Spielfeldradius R im ersten Zug durchschnittlich umwirft.
Dazu muss der Mittelwert der durch einen Wurf iiberdeckten Fldchen iiber alle moglichen
Wiirfe gebildet werden. Dabei reicht es aufgrund der Symmetrie aus, waagerechte Wiirfe zu
betrachten.

Triagt man diesen Flichenmittelwert gegen den Radius R auf, ergibt sich das Diagramm in
Abb. 3.

Der in der Aufgabe gegebene Radius liegt also sehr knapp unter der 50 %-Marke, tatsdchlich
betriagt der Wert etwa 49.66 %. Allein das lésst es fraglich erscheinen, ob eine Gewinnstrategie
existiert. Bei Radien kleiner als R ~ 1.984 liegt die von Randy erhaschte Fliche bei iiber 50 %
und eine Gewinnstrategie kann nicht existieren.

Ob Anna bei R = 2 iiberhaupt gewinnen kann, hingt tatséchlich von der Anzahl der Kegel N
ab.

e Ist N klein genug, sodass Anna sehr hdufig in ihrem ersten Zug alle der durchschnittlich
50.34 % iibrigen Kegel erwischen kann, so kann sie langfristig gewinnen.
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e Ist N zu groB3, kann Anna in nur wenigen Fillen geniigend iibrige Kegel abraumen, bevor
Randy wieder am Zug ist.

Bei welchem N genau diese Grenze liegt, hiingt von Annas Strategie ab. Im folgenden wer-
den einige Strategien vorgestellt. Keine dieser Strategien besteht jedoch bei N = 20, der in
der Aufgabenstellung genannten Kegelzahl. Es ist daher mit an Sicherheit grenzender Wahr-
scheinlichkeit keine Strategie in der Lage zu gewinnen.

Randy*100

Diese Methode ermittelt eine bestimmte Anzahl von Randy-artigen Zufallswiirfen und wéhlt
von diesen denjenigen aus, der am meisten Kegel umwirft.

Die folgende Funktion findBest liest dazu die Kegel als Liste pins ein und berechnet
amount viele Zufallsbahnen, wihlt davon die beste aus und gibt die Bahnparameter so-
wie ein Array der Indizes aller Kegel zuriick, welche durch die Bahn umgehauen werden.
Zur Berechnung einer zufilligen Bahn ziehen wir einen zufélligen Winkel ¢ € [0, ] und
einen Punkt (x,y) auf der Kreisscheibe mittels einer der oben vorgestellten randomPoint-
Methoden; die jeweils betroffenen Kegel werden mithilfe einer der oben erlduterten findPins-
Methoden ermittelt.

Die Indizes der getroffenen Kegel der aktuell berechneten Bahn werden in curBahn gespei-
chert. Sobald ihre Linge groBer ist als die der besten bisher Gefundenen (bestBahn), wird
natiirlich bestBahn gleich der neuen besseren Bahn curBahn gesetzt. Die Funktion zur
Berechnung einer Listenldnge ist 1en.

100 %

80 %

60 %
AN
40 % \

\

20 % R

Mittlere Gberdeckte Flache [%]

0 %

1 2 3 4 5 6
Radienverhaltnis R/r

Abbildung 3: Die Fliche, die von Randys zufilligem Zug iiberdeckt wird (rot). In griin ist die
50 %-Marke eingetragen.
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def findBest (pins, amount) :

bestBahn = curBahn = []
for i in range (0, amount) :
phi = random.uniform(0, math.pi)
X, y = randomPoint (r)
curBahn = findPins (pins, phi, x, V)

if len(curBahn) > len (bestBahn):
bestBahn, bestX, bestY, bestPhi = curBahn, x, y, phi
return bestBahn, bestX, bestY, bestPhi

Die Laufzeit dieser Methode ist bei k Zufallswiirfen und N Kegeln durch O(k - N) beschrénkt.

MaxPins

Mit dieser Methode konnen wir eine bzw. die Wurfbahn finden, die die maximale Anzahl an
Kegeln umwirft. Dazu nutzt sie folgendes aus: Hat man eine beliebige Laufbahn mit bestimm-
ten Kegeln im Visier, kann man sie seitlich verschieben, bis einer der Kegel am Bahnrand ist.
Nun wird die Laufbahn an diesem Kegel gedreht bis noch ein anderer Kegel ebenfalls an den
Rand gelangt. Die Menge und Anzahl von Kegeln im Visier ist gleich geblieben. Deshalb gibt
es eine (perfekte) Bahn immer in der Variante, bei der zwei Kegel am Rand sind. Eine Aus-
nahme ist der Fall, wenn nur ein Kegel vorhanden ist oder nur zwei, deren Abstand zueinander
kleiner als 2 ist. Abb. 4 zeigt Beispiele fiir diese Fille.

Nun zur Methode: Alle moglichen Paare von Kegeln (jeweils 2) werden gewéhlt. Da es (N ) =

2
N 22_ N Moglichkeiten gibt, wird dies auch so oft durchgefiihrt. Seien die Positionen der Kegel

(x1,y1) und (x2,y2), und sei d = /(x; —x2)2+ (y; —2)? der Abstand zwischen ihnen. Wir
suchen die vier Bahnen, in denen diese beiden Kegel am Rand liegen; im Falle von d < 2 nur
zwei. Bei der Implementierung muss beachtet werden, dass Kegel auf dem Rand der Bahn
aufgrund der Rechenungenauigkeiten nicht zuverléssig getroffen werden, daher sollten diese
Kegel gesondert behandelt werden.

Dazu werden Punkt p und Winkel ¢ berechnet, durch die die Bahn bestimmt ist.

D

D

Abbildung 4: Die moglichen Fille der Bahnen mit zwei Randkegeln.
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Sei hierzu d = (x1 +x2,y1 +y2)T/2 der Punkt zwischen den Kegeln, und o der Winkel der
Geraden, die die Kegel verbindet. Bei dessen Berechnung ist Vorsicht geboten. Falls beide
Koordinaten verschieden sind, also x; # x2 A y| # ya, ist & = tan~' ((y; — y2)/(x1 —x2)). An-
sonsten missen wir die Division durch O vermeiden. Sollten beide Punkte identisch sein, ist
der Winkel beliebig, wir setzen @ = 0. Falls nur x| = x, ist @ = 7 /2, die Bahn steht senkrecht
zur x-Achse. Die folgende Tabelle gibt die Berechnung von p und ¢ fiir die vier Fille an:

’ Fall \ Bedingung \ Punkt p \ Winkel ¢ ‘
1 d>0 |7+ (—sina,cosa)! | o
d>0 7+ (sina, —cosa)T | a
d>2 |7 a+sin~1(2/d)
7.’
d

d>2 o —sin~1(2/d)
\ \ er einzige Kegel \ beliebig bzw. 0 ‘

N Wi

Man konnte eine Berechnung der Wurfbahn iiberspringen, wenn die Positionen beider Ke-
gel gleich sind, doch ist dies wegen der duflerst geringen Wahrscheinlichkeit, die eigentlich
gegen 0 geht, nicht notig. Die Bahnen der Félle 1 und 2 kdnnen stets berechnet werden.

Ein interessanter Fall ist d = 2, der stets d > 2 erfiillt. Die Winkel der Laufbahnen des 3. und
4. Falls unterscheiden sich dann um 180° bzw. 7, was letztendlich heifit, dass die Bahnen
identisch sind.

Es sei nun kurz erldutert, wie die Berechnung der Bahnparameter zu begriinden ist. In den
Féllen 1 und 2 verlauft die Bahn offensichtlich parallel zu der Geraden g, die die Kegel ver-
bindet, daher ist ¢ = . In den Fillen 3 und 4 schneidet die Bahn offensichtlich g in der Mitte,
weshalb sich der Schnittpunkt 7 als Wurfpunkt der Bahn eignet.

In den Fillen 1,2 muss der Wurfpunkt um 1, den Radius der Wurfkugel, in die Richtung
verschoben werden, welche senkrecht zu g ist. Der zugehorige zweidimensionale Vektor mit
Linge 1 und Winkel « ist 4(—sina, cos a)T.

In den Fillen 3,4 muss der Winkel noch angepasst werden.

Hier ist die schrige Linie (Teil von g) mit Linge d die Hypotenuse und die senkrechte Linie die
Gegenkathete (siche Abb. 5). Es gilt die Regel sin o’ = Gegenkathete /Hypotenuse. In unserer
Vorstellung konnen wir beide Lingen durch d teilen und kommen so auf das rechte Teilbild.
Aus 2/d = sina’ folgt o = sin~!(2/d), was wir zu o addieren bzw. von ¢ subtrahieren.

Sollte es auf der Kreisscheibe nur einen Kegel geben, ist klar, dass es immer eine Bahn gibt,
die ihn trifft. Daher miissen wir gar nicht rechnen, sondern geben in der Funktion als Liste der
Indizes im Falle von O oder 1 Kegel entsprechend [] oder [0] zuriick. Fiir die Simulation
wire im Falle nur eines Kegels Sonderfall 5 als Laufbahn passend.

.............. 2/d — sin o

RN S|

Abbildung 5: Zur Berechnung des Winkels .
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Diese KI sieht in Python-Code so aus:

def findBest (pins) :
if len(pins)==1: return [0], pins[0].x, pins[0].y, O
if len(pins)==0: return [], 0, 0, O
curBahn = bestBahn = []

# Durchgang aller Kegelpaare a,b mit 0<=a<b<len (pins)

for a in range (0, len(pins)-1):
for b in range(a+l, len(pins)):

# Berechnung von d, Vektor r, hier r=(px,py)" T

d = (pins[a].x - pins[b].x) *x 2
+ (pinsf[al.y - pins[b]l.y) *xx 2
d = math.sqgrt (d)

2. Runde

px = (pins[al.x + pins[b].x)/2
py = (pins[al.y + pins[b]l.y)/2
# Berechnung von alpha, Vorsicht wegen Ausnahmefdllen
alpha = 0
if pins[a]l.x == pins[b].x:

if not pinslal.y == pins[b].y: alpha = math.pi/2
else:

alpha = (pins[a].y-pins[b].y)/ (pins[a].x-pins[b].y)

alpha = math.atan (alpha)

# verschiedene phi entsprechend bis Fall 2 oder 4

phi = [alpha, alpha]
if d>=2:
phi = [alpha, alpha,
alpha+math.asin(2.0/d),
alpha-math.asin(2.0/d) ]
# Vektor p, hier p=(x,y) T fiir alle 4 F&dlle
x = [px-math.sin (alpha), px+tmath.sin (alpha),
[py+math.cos (alpha), py—math.cos (alpha),
for i in range (0, 4):
if i==2 and d<2: break

B
Il

curBahn = findPins (pins, phifli]l, x[i], yI[il)
# Randpunkte wegen Rechenungenauigkeit priifen

px]
pyl

if not a in curBahn: curBahn.append(a) # ob sie
if not b in curBahn: curBahn.append(b) # dabei sind

if len (curBahn) > len (bestBahn):
bestBahn = curBahn
bestX, bestY, bestPhi = x[i], yI[i],

# wenn a, b am Ende hinzugefiigt wurden, ist bestBahn nicht

bestBahn.sort () # mehr sortiert, soll es aber sein
return bestBahn, bestX, bestY, bestPhi

Da fiir jedes Paar von Punkten fiir alle N Kegel gepriift werden muss, ob sie von einer der vier

N2—-N

Bahnen getroffen werden, und da es - Paare gibt, ist die Laufzeit durch O(N - ]#) C

O(N?) beschrinkt. Diese Methode ist somit deutlich langsamer als die erste.
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Smarty

Man kann die Strategie um eine offensive Komponente erweitern: Wir wihlen eine Bahn,
welche K Kegel umwirft und ermitteln anschlieend die Anzahl K, der umgeworfenen Kegel
der besten Bahn, die der andere Spieler finden kann, und versuchen die Differenz |K; — K>| zu
maximieren. Dazu muss die MaxPins-Strategie nur so angepasst werden, dass beim Ermitteln
der Punktzahl einer Bahn die Punktzahl des folgenden besten Zugs auf einem Spielbrett ohne
die betreffenden Kegel abgezogen wird.

Alternativ kann man auch die Randy*100-Methode verwenden und wieder k zuféllige Wiirfe
ermitteln und anschlieBend den besten darauffolgenden Zug ermitteln, was bei einer gro3en
Anzahl von Pins eine verniinftige Vereinfachung wire.

Von besonderem Interesse ist hier, mit welchem Zug des Gegners gerechnet wird. Entwickelt
man eine Strategie gegen einen intelligenten Spieler, sollte man von dem Zug ausgehen, der
die meisten Kegel umwirft oder man setzt diese Idee rekursiv fort, wenn man davon aus-
geht, dass der Gegner die gleiche Strategie verwendet. Um das steuern zu konnen, fithren wir
einen weiteren Parameter recurse ein, der angibt, ob die maximale Gegnerpunktzahl be-
riicksichtigt werden soll oder nicht. Der Python-Quellcode der MaxPins-Strategie muss dann
so angepasst werden:

def findBest (pins, recurse=True):
bestPoints = -N
[...]
curBahn = findPins (pins, degli], x[i], yI[il)
if recurse:
#Umgeworfene Pins wegnehmen
newBahn = list (set (pins) - set (curBahn))
#K1-K2 berechnen
newPoints = len (curBahn)
— len (findBest (newBahn, False) [0])

else:
newPoints = len (curBahn)

if newPoints > bestPoints:
bestBahn, bestPoints = curBahn, newPoints
bestX, bestY, bestPhi, = x[i], yI[i], degl[i]

[...]

Diese Variante nennen wir Smarty(Best). Spielt man allerdings gegen Randy, sollte man besser
die durchschnittliche Punktzahl des Gegners ermitteln, etwa wieder durch 100 Zufallswiirfe.
Diese Variante wird im Folgenden als Smarty(Average) bezeichnet.

Benutzt man die MaxPins-Methode, ist die Laufzeit hier durch O(N?) beschrinkt, verwendet
man stattdessen Randy*100, betrigt die kombinierte Laufzeitschranke O(k*N?). Auch hybri-
de Methoden sind denkbar, bei der der beste Zug des Gegners mit jeweils der anderen Methode
bestimmt wird. In dem Fall betriigt die Laufzeitschanke O(kN*). Welche Methode letztendlich
am sinnvollsten ist, hingt von der Wahl der Startparameter ab. Bei R = 2 hat Randy relativ gu-
te Chancen auf Kegel, deshalb ist in diesem Fall die offensive Strategie sicher einen Versuch
wert. Die Frage ist, ob sie sich auch fiir manch andere Werte lohnt. So ist z.B. bei groBem R
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und kleinem N die Wahrscheinlichkeit minimal, dass Randy eine zufillig gewihlte Laufbahn
mit vielen Kegeln trifft.

2.5 Beenden der Runde

Die Aufgabenstellung erlaubt es Anna, die Runde nach ihrem eigenen Zug zu beenden und
neu starten zu lassen; auf diese Moglichkeit sind wir bisher noch nicht eingegangen. Dies hat
den Grund, dass die Moglichkeit bei den gegeben Spielparametern nicht sinnvoll ist, da die
durchschnittliche Rundenlidnge zu kurz ist.

Allgemeiner ist es fiir Anna in erster Niherung dann von Vorteil, die Runde zu beenden, wenn
die Differenz zwischen der erwarteten Punktzahl Randys im nédchsten Zug und Annas Punkt-
zahl im iiberndchsten Zug grofler ist als die gleiche Differenz nach Neustarten der Runde.
Die erste Differenz kann durch eine Simulation von geniigend vielen zufilligen Ziigen Ran-
dys ermittelt werden, die zweite Differenz kann im Prinzip theoretisch bestimmt werden. Als
Grundlage dient dafiir das Diagramm in Abb. 3. Genauer, aber entsprechend aufwiéndiger wére
natiirlich das Beriicksichtigen des iiberiiberndchsten, usw. Zuges.

Neben diesem Kriterium, eine Runde zu beenden, gibt es auch viele andere einfachere und
kompliziertere. Die Teilnehmerinnen und Teilnehmer sollten die von ihnen gewdhlte ausrei-
chend begriinden.

2.6 Erfolg der Strategien

Im folgenden Abschnitt haben wir verschiedene der oben vorgestellten Strategien bei ver-
schiedenen Startparametern gegen Randy antreten lassen und die Ergebnisse dokumentiert.
Getestet wurden

e Randy*100 und MaxPins so wie oben beschrieben,

e Smarty(Best) und Smarty(Average) in Implementierungen, die jeweils 100 Zufallsziige
erzeugen und anschlieend den besten Wurf (Smarty(Best)) bzw. die durchschnittliche
Punktzahl (Smarty(Average)) aus weiteren 100 Zufallsziigen des Gegners ermitteln,

e Smarty(Average) in einer Implementierung, in der fiir alle moglichen Wurfkombinatio-
nen jeweils die durchschnittliche Punktzahl aus 100 Zufallsziigen des Gegners ermittelt
wird. Diese Strategie ist deutlich laufzeitintensiver als die anderen und wurde daher nur
in einem eingeschrinkten Parameterraum getestet.

Fiir verschiedene N und R zeigen die folgenden Tabellen den Punktestand nach 200000 Run-
den in der Form Punkte Anna/Punkte Randy fiir die verschiedenen Strategien gerundet auf
drei Nachkommastellen. Die Zahl in Klammern gibt dabei die statistische Unsicherheit an,
der Eintrag 1.904(13) ist zu lesen als 1.904 +0.013.

Zahlen unter 1 bedeuten, dass Randy auf lange Sicht gewinnt und sind [rot| markiert. Zahlen
iiber 1 bedeuten hingegen, dass Anna eine Gewinnstrategie gefunden hat und sind griin ein-
gefarbt. Ist aufgrund der statistischen Unsicherheit keine (20)-signifikante Aussage moglich,
wurde der Eintrag gelb gesetzt.
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Der Einfluss der beiden Parameter wurde oben bereits qualitativ beleuchtet. Interessant ist
besonders die erste Zeile fiir N = 1, da diese Werte (ein wenig umgerechnet) genau den theo-
retischen Vorhersagen iiber die von Randy durchschnittlich abgedeckte Flidche entsprechen
miissen und auch tun, vorausgesetzt Annas Strategie und ihr Koordinationsvermdgen sind
hinreichend gut um einzelne Kegel sicher umzuschmeif3en.

Insgesamt zeigt sich kaum ein Unterschied zwischen den drei zufallsbasierten Strategien. Es
hat den Anschein, dass sich besonders ausgekliigelte Strategien hier nicht lohnen, schneidet
doch die MaxPins-Strategie besser ab. Dies ist wohl darin zu begriinden, dass in den Smarty-
Implementierungen aus Laufzeitgriinden nicht alle moglichen Wiirfe durchprobiert, sondern
nur 100 zufillige Wiirfe erwiirfelt werden. Diese Vereinfachung hat deutlichen Einfluss auf
die Giite der KI.

Auch beim Vergleich zwischen MaxPins und der kliigeren Smarty-Implementierung, die alle
Kombinationen durchprobiert, ist kein Unterschied zu sehen. Festzuhalten ist aber, dass bei
R =2 und N = 10 eine Unterscheidung zwischen den zufallsbasierten und den probierenden
Strategien moglich ist; letztere gewinnen in dem Fall.

Randy*100

[WET [15 [175]1984[1.99[2 [201[202[225[3 |

1 0.994(7) 1016(7) | 1.017(7) | 1.020(7) | 1.031(7) | 1.228(8) | 1.904(13)

2 1.000(5) 1.003(5) | 1.017(5) | 1.020(5) | 1.032(5) | 1.233(6) | 1.893(9)

3 1.001(4) 1.003(4) | 1.011(4) | 1.018(4) | 1.029(4) | 1.227(5) | 1.841(8)

4 0.998(4) 1.006(4) | 1.0194) | 1.0254) | 1215@) | 1.779(6)

5 10133) | 1.0213) | 1.199(4) | 1.737(6)
10 LIS13) | 1.579(4)
20 1L095(2) | 1453(2)
50 1.041(1) | 1.329(2)

MaxPins

[WET  [15 [175]1984[199 2 [201]202[225[3 |

1 1.006(7) | 1.017(7) | 1.018(7) | 1.035(7) | 1.223(8) | 1.893(13)
2 1000(5) | 1.006(5) | 1018(5) | 1011(5) | 1027(5) | 1234(6) | 1.898(10)
3 0999(4) | L00s(4) | Loi4@) | 1020(4) | 1020(4) | 1225(5) | 1.893(8)
4 1.005(4) 1.007(4) | 1.011(4) | 1.019(4) | 1.030(4) | 1.2324) | 1.866(7)
5 1.000(3) 1228(4) | 1.854(6)
10 12013) | 1.730(4)
20 1157(2) | 1.59(3)
50 1100(1) | 1.450(2)
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Smarty(Best), 100 Wirfe

[WET [15 [175]1984[1.99[2 [201[202[225[3 |

1.006(7) 1.006(7) | 1.005(7) | 1.024(7) | 1.027(7) | 1.227(8) | 1.895(13)

1.002(5) 1.004(5) | 1.017(5) | 1.024(5) | 1.030(5) | 1.230(6) | 1.889(9)

1.005(4) 1.004(4) | 1.012(4) | 1.023(4) | 1.029(4) | 1.227(5) | 1.833(7)

1.011(4) | 1.022(4) | 1.024(4) | 1.214(4) | 1.777(6)

N W N =

1.0103) | 1.025(3) | 1.204(4) | 1.741(6)

10 10003) | 1.148(3) | 1.581(4)
20 1097(2) | 1451(2)
50 1.041(1) | 1.318(2)

Smarty(Average), 100 Wirfe

N\E |15 | 17519841992 [201[202[225]3 |

1 1.231(8) | 1.897(13)
2 1230(6) | 1.893(9)
3 1224(5) | 1.852(8)
4 1.215(4) | 1.800(6)
5 1.208(4) | 1.743(6)
10 1155(3) | 1.591(4)
20 1.098(2) | 1.458(2)
50 1043(1) | 1.3332)

Smarty(Average), Alle Kombinationen

[MF1.984199 2 [2.01[2.02]

1 || o99707) 1.007(7) | 1.003(7) | 1.016(7) | 1.035(7)
2 1| 0.99s(5) 1.004(5) | 1.013(5) | 1.020(5) | 1.034(5)
3| 1002 1.0044) | 1.016(4) | 1.024(4) | 1.033(4)
4 || 0.99904) 1.002(4) | 1.009(4) | 1.018(4) | 1.033(4)
5 | 09983 1.004(3) | 1.011(3) | 1.023(3) | 1.028(3)
10 1L000(2) | L004(3) | LOI6(3) | 1.025(3)
20
50

2.7 Erweiterungen

Mehr Dimensionen Wie bei allen Aufgaben, die die Simulation von Spielen beinhalten, las-
sen sich zahlreiche Erweiterungen durch das Andern der Spielregeln finden. So kann
man beispielsweise das zweidimensionale Spielbrett relativ einfach auf D Dimensionen
erweitern. Kegel sind dann Punkte in dem hyperkugelférmigen Spielfeldraum, die mit-
tels angepasster Zufallsfunktionen platziert werden: Sie miissen nun Punkte (x1,...,xp)T
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aus RP ziehen, die der Bedingung Zf)zlxl-z < 1 gehorchen. Um Wiirfe zu beschreiben,
benotigt man nunmehr einen Punkt und D — 1 Winkel. Die auf Vektorrechnung basierte
Abstandsberechnung ldsst sich einfach auf den D-dimensionalen Fall erweitern.

Andere Spielfeldformen Auch interessant sind andere Spielfeldformen. Dies ist recht ein-
fach zu implementieren, indem die Funktion zum Ziehen von Zufallspunkten angepasst
wird. Die Strategien miissen natiirlich angepasst werden.

Besserer Gegner und Turnier-System Ebenso reizvoll ist es, von einem stirkeren Gegner
als Randy auszugehen und spezielle Gegenstrategien zu entwickeln. Das ist vor allem
interessant, wenn die KI auch im Turniersystem genutzt wird.

Andere Kegelverteilungen ... gelten als einfache Erweiterung, fiir die es keine Pluspunkte
gibt.

2.8 Bewertungskriterien

Spiel und Simulation

e Die zufillige Verteilung der Kegel muss korrekt, ausfiihrlich dokumentiert und nicht
unnotig kompliziert sein. Als zu kompliziert gelten Methoden, die umsténdlicher als die
Monte-Carlo-Methode sind.

e Es wird eine grafische Ausgabe der erzeugten Zufallsverteilung erwartet.
e Das Spiel muss geeignet implementiert sein (vgl. Abschnitt 2.3):
— Man muss mehrere Runden hintereinander spielen konnen.
— Der Spielstand (akkumulierte Punkte) soll regelméBig angezeigt werden.

— Die Eingabe der Parameter muss komfortabel genug sein, und man soll vor Besti-
tigung des Zugs sehen konnen, welche Kegel betroffen wéren.

— Der Wurf des Gegenspielers soll gut erkennbar sein.

e Im automatischen Modus (KI gegen KI) muss erkennbar sein, welche KI (auf lange
Sicht) gewinnt.

Kl (Annas Strategie)
e Die Strategie der KI soll ausfiihrlich erldutert werden.

e Die Strategie, nach der die eigene KI entscheidet, ob die Runde nach dem Zug beendet
wird, muss erldutert und begriindet werden.

e Es muss erkannt werden, dass die Strategie bei den vorgegebenen Werten fiir die Spiel-
parameter (N = 20, R = 2) Randy nicht schlagen kann. Eine Begriindung ist ausnahms-
weise nicht zwingend erforderlich.
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e Die Strategie sollte mindestens so gut sein wie Randy*100, also in der Lage sein, Randy
bei N =5 und R = 2 zu schlagen; wir sprechen dann von einer ausreichenden KI). Eine
gute Kl zeichnet sich dadurch aus, dass sie bei N = 10 und R = 2 gegen Randy gewinnen
kann.

e Die Strategie soll fiir mindestens fiinf verschiedene Spielparameterpaare (N, R) getestet
und das Ergebnis dokumentiert werden. Die eigene Strategie sollte dabei mindestens
einmal verlieren und einmal gewinnen.

e Ausfiihrliche theoretische Uberlegungen, beispielsweise dazu, wie viele Kegel Randy
im ersten Wurf umwirft oder wann das Beenden der Runde durch Anna sinnvoll ist,
konnen — je nach Qualitdt — mit Pluspunkten belohnt werden.
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Aufgabe 3: Mississippi

3.1 Teilstrings suchen

Gesucht sind also diejenigen Teile einer Zeichenkette, die darin mindestens mit einer bestimm-
ten Haufigkeit auftreten, mindestens eine gegebene Linge haben und unter den gleich hdufigen
Teilen maximal im Sinne der Aufgabenstellung sind (also nicht selbst Teil einer anderen gleich
hiufigen Teilzeichenkette sind).

Grundsitzlich kann man die Suche nach diesen Teilstrings direkt umsetzen: Die Zeichenkette
® wird systematisch durchsucht. Dazu kann man z.B. zwei Zeiger a und b auf Positionen in der
Zeichenkette verwalten. Es geht vorne los, a zeigt also auf den Anfang und b auf die Position
a + Mindestldnge. Den Teilstring von Position a bis Position b (kurz: @(a,b) priift man dann
auf Haufigkeit, ggf. auch auf Maximalitit und verwaltet gefundene ,,gute* Teilstrings so, dass
sie bei erneuter Beobachtung nicht wieder neu gepriift werden miissen. b wird zunichst so
weit erhoht, bis @(a,b) selbst nicht hidufig genug ist. Dann geht es wieder von vorne los, aber
mit a auf der niachsten Position, usw.

Bei korrekter Beachtung der Bedingungen fiir Hiufigkeit und Maximalitit konnen auf diese
Weise durchaus korrekte Ergebnisse gefunden werden. Aber der Aufwand fiir ein derartiges
Verfahren ist hoch und insbesondere umgekehrt abhidngig von der Mindesthiufigkeit k: Je
kleiner k, desto mehr ,,gute Teilstrings miissen verwaltet und bei der Suche immer wieder
neu abgeglichen werden. Die Verarbeitung einer Zeichenkette der Linge 10.000 dauert fiir
kleines k mit einem solchen Vorgehen relativ lang.

Entscheidend fiir eine erfolgreiche Bearbeitung dieser Aufgabe konnte es also sein, die Teil-
strings einer Zeichenkette so in einer Datenstruktur zu organisieren, dass sich daraus gut ab-
lesen lassen kann, welche mit der geforderten Haufigkeit auftreten, die gewiinschte Mindest-
lange haben und maximal im Sinne der Aufgabenstellung sind.

Es gibt dazu einige Moglichkeiten. Die fiir den Zweck dieser Aufgabe und auch einige andere
Problemstellungen bei der Verarbeitung von Zeichenketten geeignetste Datenstruktur ist der
sogenannte Suffixbaum. In dieser Datenstruktur stecken folgende fiir eine gute Losung dieser
Aufgabe zentrale Ideen:

e Mehrfach in (Teil-)Strings vorkommende Teile werden zusammengefasst, was durch
eine Baumstruktur moglich ist. Diese Idee ist z. B. auch in der Datenstruktur 7rie um-
gesetzt.

e Nicht verzweigende Pfade in einer zur Abspeicherung von (Teil-)Strings verwendeten
Baumstruktur werden zu einem Knoten zusammengefasst. Diese Idee steckt auch im
Patricia-Trie.

e Fiir die Suche nach inneren Teilstrings eignet sich die Speicherung von Suffixen (End-
stiicken) besonders gut (wihrend Tries und Patricia-Tries sich auf Prifixe, also Anfangs-
stiicke konzentrieren). Ein innerer Teilstring einer Zeichenkette ist immer Prifix eines
Suffixes der Zeichenkette.
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o In einer auf Suffixe orientierten Baumstruktur entspricht ein innerer Knoten einem Teil-
string. In diesem inneren Knoten lassen sich die fiir diese Aufgabe entscheidenden Wer-
te ablegen: Die Haufigkeit des Teilstrings entspricht der Anzahl der Pfade durch diesen
Knoten und damit der Anzahl der Blétter ,,unter diesem Knoten (also des Teilbaums,
der diesen Knoten als Wurzel hat). Die Linge des Teilstrings lisst sich auf dem Pfad von
der Wurzel zum Knoten berechnen, der mit den Teilstiicken dieses Teilstrings beschriftet
1st.

3.2 Der Suffixbaum

Fiir ein Wort @ der Linge n ist der zugehorige Suffixbaum ein gewurzelter Baum, mit folgen-
den Eigenschaften:

1. Die Blitter sind von O bis n — 1 durchnummeriert.

2. Die Kanten sind mit nichtleeren Wortern beschriftet.

3. Jeder innere Knoten (auBBer der Wurzel) hat mindestens zwei Nachfolgeknoten.
4

. Fiir einen Knoten gibt es keine zwei ausgehenden Kanten, deren Beschriftung den glei-
chen Anfangsbuchstaben hat.

bt

Hiéngt man die Beschriftungen der Kanten entlang eines Pfades von der Wurzel zu dem
Blatt mit der Nummer i aneinander, erhélt man das Suffix, welches mit dem (i + 1)-ten
Buchstaben von @ beginnt, gefolgt von einem Schlusssymbol, z. B. $, das nicht in @
vorkommt.

Man bemerke, dass der Suffixbaum zu w bereits durch diese Eigenschaften eindeutig definiert
ist.

Abbildung 6 zeigt den Suffixbaum zu dem Beispielwort CAGGAGGATTA (die grauen Zahlen
werden erst spiter verwendet). Betrachtet man den Pfad von der Wurzel zum Blatt Nummer 5,
so ist er mit den Teilwortern G, GA und TTAS beschriftet und entspricht dem Suffix GGATTA.
Man sieht auch, warum man das Symbol $ in der Eigenschaft 5 einfiihrt. So ist die Kante zum
Blatt Nummer 10 nicht leer.

3.3 Anwendung

Ehe wir uns iiberlegen, wie wir einen solchen Suffixbaum zu einem gegebenen Wort @ berech-
nen, wollen wir sehen, wie sich die Datenstruktur einsetzen ldsst, um die Aufgabe zu 16sen.
Grundlegend ist dazu folgende Beobachtung:

Sei ein Knoten v gegeben, dessen Teilbaum h Bldtter besitzt, und sei u das Wort, was ent-
steht, indem man die Beschriftungen entlang des Pfades von der Wurzel nach v aneinander
héiingt. Dann kommt u genau h-mal als Teilwort in ® vor (wenn wir eventuell das Zeichen $
weglassen).

Tatsédchlich definiert jedes der / Blitter einen Suffix, der an einem anderen Index (der Nummer
des jeweiligen Blattes) mit u beginnt. Das Wort # kommt also mindestens #-mal vor.
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Abbildung 6: Suffixbaum fiir das Wort CAGGAGGATTA
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Fiir jedes Mal, dass das Wort u an einer Stelle i vorkommt, beginnt auf der Suffix, der an Stelle
i beginnt, mit diesem Wort. Also muss der Pfad von der Wurzel nach i durch v verlaufen. Der
Teilbaum von v hat also mindestens / Blitter.

In unserem Suffixbaum (Abbildung 6 ist jeder innere Knoten mit der Anzahl der Blitter des
entsprechenden Teilbaums beschriftet (graue Zahlen). Wir konnen nun Teilworter finden, wel-
che mindestens zweimal in @ auftreten, indem wir Pfaden zu inneren Knoten (ungleich der
Waurzel) folgen (der Teilbaum, der in einem solchen Knoten beginnt, hat mindestens 2 Blitter
aufgrund der Suffixbaumbedingung 3) und dabei die Kantenbeschriftungen aneinander hén-
gen. In unserem Fall finden wir die Teilworter: G, GA, GGA, A, AGGA, T Der aufmerksame
Leser der Aufgabenbeschreibung wird bemerkt haben, dass drei Teilworter, welche mindes-
tens zweimal auftreten, fehlen (AG, AGG, GG). Wir merken, dass aber in diesem Beispiel alle
maximalen Worter unter den gefundenen Wortern sind. Tatsdchlich kdnnen wir beobachten,
dass Worter, die gefunden werden, folgende stirkere Bedingung erfiillen:

Sei u ein (nichtleeres) Teilwort von ®, sodass es kein Teilwort u' von o gibt, welches mindes-
tens genau so oft auftritt und u als echten Priifix hat (das heifit u' beginnt mit u gefolgt von
mindestens einem weiteren Zeichen). Dann gibt es einen inneren Knoten v ungleich der Wur-
zel, sodass u durch Aneinanderhdngen der Beschriftungen entlang des Pfades von der Wurzel
nach v entsteht.

Sei v der Knoten, der am weitesten von der Wurzel entfernt liegt, sodass der zugehorige Teil-
baum alle Blitter enthilt, welche Suffixen von @ entsprechen, die mit u beginnen. Sei 1’ das
Wort, das aus den Beschriftungen entlang des Pfades von der Wurzel nach v entsteht.

Wenn wir zeigen, dass u’ gleich u ist, sind wir fertig. Sei s ein beliebiges Suffix von @, welches
mit u beginnt. Dann beginnt s auch mit «’, da der Pfad zu dem zu s gehorigen Blatt durch v
lauft. Es gibt also folgende drei Moglichkeiten:

1. wist gleich o’
2. uist ein echter Prifix von u’
3. u ist ein echter Prifix von u

Nach den Forderungen, die wir an u stellen, kann Fall 2 nicht eintreten. Um zu zeigen, dass
gleich u ist, geniigt es also zu zeigen, dass auch Fall 3 nicht moglich ist. Im Fall 3 wire v ein
innerer Knoten. Dann muss v zwei Kinder v, und v, besitzen, sodass jeder der entsprechenden
Teilbdume ein Suffix s, und s, enthilt, welches mit u anfangt. a und b bezeichnen die ver-
schiedenen ersten Buchstaben der Kanten von v nach v, bzw. v;,. Per Definition beginnt dann
sq mit u'a und s, mit u'b, da heiBt der lingste gemeinsame Prifix dieser beiden Suffixe ist u/'.
Also ist ' kein echter Prifix von u.

Tatsdchlich gilt auch die Umkehrung zu den beiden Beobachtungen:

Sei ein innerer Knoten v ungleich der Wurzel gegeben, dessen Teilbaum h Blditter besitzt und
sei u das Wort, was entsteht, indem man die Beschriftungen entlang des Pfades von der Wurzel
nach v aneinander héingt. Dann gibt es kein Teilwort u' von ®, welches mindestens h-mal in
o auftritt und u als echtes Priifix hat.

Angenommen das Gegenteil. Wir nehmen an, dass ' mit u beginnt, gefolgt von dem Zeichen a
und eventuell noch weiteren Zeichen. Offensichtlich kann «’ nicht hédufiger als u in @ auftreten.
Ferner tritt es genau dann A-mal auf, wenn jedes Suffix, welches mit u beginnt, auch mit u’
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beginnt. Das bedeutet aber, dass jede ausgehende Kante von v mit dem Buchstaben a anfiangt
(sonst giibe es ein Blatt, welches mit u, nicht aber mit ' beginnt). Da v ein innerer Knoten
ungleich der Wurzel ist, widerspricht das der Bedingung 3) und 4) des Suffixbaumes.

Diese Beobachtungen ergeben das nachfolgende, fiir unseren Algorithmus essentielle, Resul-
tat:

Gegeben seien | und k. Sei S die Menge aller Worter, die durch Aneinanderhdngen der Be-
schriftungen entlang des Pfades von der Wurzel zu einem Knoten ungleich der Wurzel entste-
hen. Man entferne aus S alle Worter, die

1. weniger als k-mal in @ vorkommen.
2. echtes Suffix eines Wortes aus S sind, welches gleich hdufig Teilwort von @ ist.
3. weniger als | Zeichen besitzen.

Dann enthdlt S genau die maximalen Worter, die mindestens k-mal in ® enthalten sind und
mindestens | Zeichen besitzen.

Nach den obigen Beobachtungen ist es klar, dass diese Worter auch nach Anwenden der
Schritte 1), 2) und 3) in S enthalten sind.

Sei wiederum ein Wort u aus § gegeben, welches 1) und 3) erfiillt. Es geniigt zu sehen, dass
dies maximal ist. Die vorherige Beobachtung sichert uns zu, dass jedes Wort, welches u enthilt
und ebenso oft in @ vorkommt, u auch bereits als Suffix enthélt. Auerdem haben wir gesehen,
dass ein maximal langes Wort mit dieser Eigenschaft in S enthalten ist. Ergo muss u bereits
maximal sein, wenn es 2) erfiillt.

3.4 Der Algorithmus

Algorithm 1 Berechnung maximaler hdufiger Teilzeichenketten

Eingabe: Eine Zeichenkette @, Zahlen k, [

Ausgabe: Alle maximalen Teilworter der Liange mindestens [/, die mindestens k-mal in @
auftauchen.

Bemerkung: OBdA sei k > 2,/ > 1 — Ansonsten miissen wir zusitzlich noch eventuell die
gesamte Zeichenkette (falls k = 1) bzw. die leere Zeichenkette (falls / = 0) ausgeben.

1. Berechne einen Suffixbaum 7 zu @
2. Berechne zu jedem Knoten v in T die Anzahl der Blitter k, des entsprechenden Teilbaums
und die Lédnge /, des in ihm endenden Wortes.
while T enthilt Knoten aufler der Wurzel und den Blittern do
3.1. Sei v ein innerer Knoten mit /, maximal; unter allen solchen sei &k, minimal
3.2. Wenn k, > k und [, > [, gib das zu v gehorige Wort aus.
3.3. Sei b die Nummer eines Blattes des zu v gehdrigen Teilbaumes, w < v
while /,, > [, und k,, > k, do
Markiere w, b- -, [,- -, w sei der Vorginger vom Blatt Nummer b
end while
Losche alle markierten Knoten und hinge ihre Blitter an ihre Vorgénger.
end while
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Unser Verfahren ist in Algorithmus 1 angegeben.

Der Algorithmus arbeitet korrekt. Sei S die Menge aller Worter, die Pfaden von der Wurzel
des Suffixbaumes 7' zu einem inneren Knoten entsprechen. Sei u das zu v gehorige Wort in
einer Iteration von 3. Wir bemerken zuerst, dass in 3.3 alle Knoten geloscht werden, deren
zugehorige Worter Suffixe von u sind, welche nicht hdufiger als u in @ auftreten. Weiter sehen
wir, dass u kein echtes Suffix von einem Wort aus S sein kann, welches gleichhidufig Teilwort
von @ ist, sonst wire v nach obiger Argumentation in einer vorherigen Iteration markiert und
geloscht worden. Entsprechend werden in 3. genau die Knoten v betrachtet, deren zugehorige
Worter Bedingung 2) aus der letzten Beobachtung im vorherigen Abschnitt erfiillen. In 3.2
werden dann genau die Worter ausgegeben, die auch 1) und 3) erfiillen. Die Korrektheit ergibt
sich dann direkt mit der letzten Beobachtung.

Wir wollen die Laufzeit analysieren. Sei n die Linge von ®, a die Linge, die wir fiir die
Ausgabe benétigen und s(n) die Zeit, die wir fiir Schritt 1 brauchen.

Dann hat der obige Algorithmus Laufzeit O(s(n) +n+a). Wir bemerken, dass jeder Binir-
baum mit n Blittern und keinem inneren Knoten vom Grad 1 maximal 2n — 1 Knoten besitzt.
Entsprechend hat auch unser Suffixbaum 7 O(n) Blitter.

Wir analysieren die verschiedenen Teile des Algorithmus getrennt:

1. Léuft per Definition in Zeit s(n)
2. Lisst sich also mit einer Tiefensuche in Linearzeit, d.h. O(n), umsetzen.
3.1. Funktioniert ebenfalls in Zeit O(n), indem wir die Knoten vorsortieren. Wir verwenden
dabei, dass k, und [, nur ganze Werte von 1 bis n annehmen konnen.
3.2. Hat offensichtlich Laufzeit O(n+ a)
3.3. Hat pro Iteration der Schleife konstant viel Laufzeit, plus den Aufwand, den das Mar-
kieren und Loschen von Knoten verursacht. Da jeder Knoten nur einmal markiert und
geloscht wird, liegt dieser jedoch in O(n).

Wir illustrieren den Algorithmus am Beispiel des Wortes CAGGAGGATTA mit k = 2 und
[=1.

Oben ist der entsprechende Suffixbaum. Die obere graue Zahl entspricht dem Wert von k,, die
untere dem von /,.. Der in Schritt 3.1. gewéhlte Knoten v ist dick markiert.
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AGGA

Der Ubersicht halber wurden nicht benétigte Beschriftungen entfernt und Blitter grau ge-
macht. Der Algorithmus gibt AGGA aus und wihlt b =1 in 3.3.

AGGA

Hier sind die Werte hervorgehoben, die b in 3.3. annimmt und die jeweils markierten Knoten
sind grau unterlegt.

AGGA

Die markierten Knoten wurden geldscht, die Kinder umgehingt. Eine neue Iteration der Schlei-
fe (3.) beginnt mit einem neuen Knoten v.
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AGGA

Der Rest der Schleife verlduft relativ unspektakulir, da der betrachtete Knoten /, = 1 hatte.
Ahnlich sieht es mit den weiteren Iterationen aus. Insgesamt gibt der Algorithmus AGGA, T,
G und A aus.

3.5 Konstruktion eines Suffixbaumes

Zu guter Letzt wollen wir uns damit befassen, wie wir Schritt 1 unseres Algorithmus umset-
zen. Wir bemerken, dass sich Suffixbdume im Allgemeinen in Linearzeit konstruieren lassen,
wodurch unser Algorithmus mit Laufzeit O(n + @) implementiert werden kann, sprich line-
ar in benotigter Ein- und Ausgabelidnge. Diese Implementierung ist jedoch nicht so einfach,
weswegen wir auf weiterfithrende Literatur zu diesen Themen verweisen und hier einen ein-
facheren Ansatz zu Konstruktion von Suffixbdumen verfolgen, welcher quadratische Laufzeit
hat.

Dazu bauen wir den Suffixbaum iterativ fiir alle Préifixe des Eingabewortes @ auf, wobei wir
zuerst die Bedingung 3) des Suffixbaumes ignorieren und stattdessen die Invariante erhalten,
dass alle Kanten mit genau einem Zeichen beschriftet sind, ausgenommen die Kanten zu BIét-
tern, deren Beschriftung ein Zeichen gefolgt von $ sei.

Zu anfangs starten wir einzig mit der Wurzel. Fiigen wir in einem Schritt ein weiteres Zeichen
¢ hinzu, definiert uns das einen Suffix der Lange 1, den wir an die Wurzel hdngen. Fiir alle
weiteren Blitter b sei v der Vorgdngerknoten und a das Zeichen, mit dem die Kante von v
nach b (gefolgt von $) beschriftet ist. Sei w ein Kind von v, das iiber eine Kante, die mit a
beschriftet ist, erreichbar ist. Falls kein solches Kind existiert, fligen wir es hinzu. Wir hiingen
nun b an w an und @ndern die Beschriftung der Kante von w nach b in ¢$ um.

Nachdem wir so einen vorldufigen Suffixbaum fiir @ erstellt haben, miissen wir Bedingung
3 noch herstellen. Das ist jedoch einfach, wir verschmelzen einfach Kanten, welche einen
gemeinsamen Knoten von Ausgangsgrad 1 haben.

Wir illustrieren dieses Verfahren am Beispiel des Wortes GAGGA:
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Das Hinzufiigen von G definiert das Blatt 0. Wenn wir A hinzufiigen, miissen wir das Blatt 0
verschieben.

Die weiteren Schritte des Algorithmus.

—1 6 [T

Herstellen von Bedingung 3.

35



33. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

3.6 Erweiterungen

Es ist bereits sehr gut, einen schnellen Algorithmus zur Konstruktion von Suffixbdumen zu
implementieren.

Eine Erweiterung wire, mehrere Sequenzen gleichzeitig nach Repetitionen zu durchsuchen.
Dazu sind Zahlen h,l,ky,... k, und Eingabeworter @y,...,®;, gegeben. Gesucht sind nun
maximale Worter u, sodass u mindestens Lange / hat und jeweils k;-fach in @; vorkommt.
Maximal heiflt in dem Fall, das u nicht Teil einer lingeren Zeichenkette ist, die in allen w;
gleichhiufig auftritt.

3.7 Bewertungskriterien

e Ein Bewertungskriterium ist bereits in der Aufgabenstellung gegeben: Es sollen min-
destens Sequenzen der Linge 10.000 verarbeitet werden konnen — und zwar in ange-
messener Zeit. Einfache Ansitze wie der ganz am Anfang (Abschnitt 3.1) geschilderte
kommen bereits bei solchen Wortlangen aus der Puste und sind nicht ausreichend. Fiir
eine gute Losung musste man sich weitergehende Gedanken machen.

o Allgemein ist die theoretische Laufzeit des implementierten Algorithmus ein sehr guter
BewertungsmalBstab, da schnelle Algorithmen fiir den Suffixbaum recht kompliziert sind
(und andere schnelle Ansitze sind uns nicht bekannt). Insgesamt ist eine quadratische
Laufzeit akzeptabel. Die entsteht zum Beispiel bei einer ,,einfachen* Konstruktion des
Suffixbaumes. Eine Schwiche ist, wenn die Laufzeit gegen k wiichst, also bei kleinerem
k hoch ist. Das ist etwa bei einfachen Ansitzen der Fall, wenn gefundene Teilstrings
abgespeichert und immer wieder durchsucht werden miissen; je kleiner k, desto mehr
Teilstrings werden gefunden und desto ldnger dauern solche Suchen. Wer das Verfahren
zur Konstruktion von Suffixbdumen in Linearzeit korrekt selbst implementiert hat, so
dass insgesamt lineare Laufzeit entsteht, kann mit Pluspunkten belohnt werden.

e Nicht nur die Laufzeit, sondern auch der Bedarf an Speicherplatz ist kritisch. Ein qua-
dratischer Speicherplatzverbrauch ist maximal und nicht akzeptabel; es geht deutlich
besser.

e Selbstverstindlich sollte das gewdhlte Verfahren in sich korrekt sein und die vorgegebe-
nen Werte k (Haufigkeit) und / (Linge) sowie die Forderung nach Maximalitét beriick-
sichtigen.

e Die theoretische Laufzeit sollte diskutiert werden. Eine formal wasserdichte Analyse
ist nicht gefordert, aber es sollte nicht nur von konkreten Laufzeiten, sondern auch von
GroBenordnungen die Rede sein.

e Auch zur Korrektheit sollten Uberlegungen vorhanden sein.

e Fine fundierte Herleitung oder Begriindung des Algorithmus sollte vorhanden sein. Es
ist akzeptabel, wenn die Ansitze zur Losung dieser Aufgabe aus der Fachliteratur iiber-
nommen wurden. Es ist fiir Schiilerinnen und Schiiler durchaus eine Leistung, die Li-
teratur soweit zu verstehen, dass man die Losungen tibernehmen und implementieren
kann. Aber: eine ,Literatur-Losung* wird gegeniiber eigenstindig erarbeiteten Ideen
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nicht zu hoch bewertet. Deshalb soll auch und gerade in solchen Fillen die Beschrei-
bung der Losungsideen nachvollziehbar vermitteln, dass der Einsender verstanden hat,
warum die in der Literatur angegebenen Verfahren funktionieren.

e Wer die anfangs genannten zentralen Ideen oder zumindest einige davon offensichtlich
eigenstindig erkannt hat, kann mit Pluspunkten belohnt werden.

e Wer von Suffixbdumen oder dhnlich speziellen, aber bekannten Datenstrukturen redet,
wird nicht von alleine auf diese Begriffe gekommen sein; hier werden Verweise auf
Literatur oder Internetquellen erwartet.

e Mindestens die kleinere der beiden vorgegebenen Beispieleingaben sollte, mit unter-
schiedlichen Werten fiir £ und /, bearbeitet und die zugehorigen Ergebnisse dokumen-
tiert sein. Wenn das Programm mit ldngeren Zeichenketten zurechtkommt, sollte auch
die groBere Beispieleingabe bearbeitet (und dokumentiert) sein. Falls nicht, sollte die
Dokumentation klar dazu Stellung nehmen. Eigene Beispiele konnen die Pflichtbeispie-
le ergénzen, insbesondere dann, wenn das groB3e Pflichtbeispiel nicht bearbeitet werden
kann.

e Die Ausgabe sollte iibersichtlich gestaltet sein. Idealerweise wird die Anzahl der gefun-
denen Teilstrings mit ausgegeben — am besten zuerst. Au3erdem ist eine Sortierung der
Strings nach Héufigkeit sinnvoll, auch wenn eine ansonsten lineare Laufzeit dann nicht
mehr garantiert werden kann.
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Perlen der Informatik — aus den Einsendungen

Teilweise mit Kommentaren von der Bewertung

Allgemeines

Worte des Wettbewerbs: Breath-First-Search ~ Vor dem Suchen erst mal tief Atem holen!
standardtifiziert; kompeilt; Terminator-Symbol

Die Unterfunktion [...] wendet Voodoo an, [...] — glauben Sie mir, es funktioniert!

Die Umsetzung ist ziemlich genau wie in der Losungsidee beschrieben umgesetzt worden.

Um den Losungsweg zuriickzuverfolgen, miissen alle Knoten chronisch in einer Liste gespei-
chert werden.

... durch eine Methode verkorpert, die beim Aufruf alles tat, was in dieser Phase getan werden
musste.

Das hat keinen praktischen Nutzen, beruhigt aber besonders bei lingeren Tests den Nutzer
mehr, als wenn man keinen Fortschritt erkennen kann.

Die Anzeige bei paralleler Verarbeitung hing an sehr vielen Stellen, und auch das Betriebs-
system reagierte nur sehr langsam. Das zeigt jedoch auch, wie gut mein Programm die Sys-
temressourcen nutzen kann.

Aufgabe 1: Seilschaften

Eine Struktur steht fiir ein Gewicht, welches lebendig sein kann . ..

Bei sehr vielen Personen kann man ja ein paar vom Turm werfen, dann schafft das Programm
die Losung fiir die anderen rechtzeitig.

. unser Korb sollte also in der Lage sein, 64 korpulente Menschen gleichzeitig zu transpor-
tieren.

. sperren wir eine 10kg schwere Prinzessin und einen 5kg schweren Stein in einen Turm
ein. ... und eine Packung Windeln!

MussGerettetWerden ist ein Boole’scher Wert, der angibt, ob eine Person gerettet werden
muss. So kann man die Typen ,,Héssliche Prinzessin* und ,,Prinzessin Leia* unterscheiden.

Da Steine nicht sterben konnen, ist es moglich, Steine im Korb einfach abzulassen, ohne die
Fahrtgeschwindigkeit beachten zu miissen.

Ich entschied mich dagegen, dass Personen eine zu rasante Fahrt mit Kraftaufwand bremsen
konnen, denn dies ist meiner Meinung nach nur mit grolen Verbrennungen moglich und somit
nicht geeignet, angewendet zu werden.
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Aufgabe 2: Panorama-Kegeln

Pinanazahl

Der menschliche Spieler sowie Randy erben alle von der gemeinsamen abstrakten Klasse
»KI¥.  Ob das etwas bringt? Wir Menschen mit unserem irrationalen Getue versauen die
ganzen tollen von einer abstrakten Kl ererbten Eigenschaften doch ohnehin wieder.

Aufgabe 3: Mississippi

Suffix-Bau

Um diese Suffixe explizit in den Baum einzutragen, muss es ein Symbol geben, das nicht
schon vorher im String auftaucht. Da ich Geld mag, habe ich ,,$* gewihlt.

Der Stack erfiillt hier noch nicht die Funktion eines Stacks, sondern einer Liste.

... lieB sich das Programm letztlich doch soweit verbessern, dass es eine 10.000 Zeichen
lange Kette in einigermaflen angemessener Zeit bearbeiten konnte, ohne sich selbst oder den
Computer zu ,,zerstoren*.
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