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36. Bundeswettbewerb Informatik, 2. Runde

Losungshinweise
und Bewertungskriterien

Allgemeines

Es ist immer wieder bewundernswert, wie viele Ideen, wie viel Wissen, Fleif} und Durch-
haltevermogen in den Einsendungen zur zweiten Runde eines Bundeswettbewerbs Informatik
stecken. Um aber die Allerbesten fiir die Endrunde zu bestimmen, miissen wir die Arbeiten
kritisch begutachten und hohe Anforderungen stellen. Von daher sind Punktabziige die Regel
und Bewertungen iiber die Erwartungen hinaus die Ausnahme. Jedoch sind spannende Erwei-
terungen der Aufgabenstellung durchaus einige Extrapunkte wert.

Wie auch immer Ihre Einsendung bewertet wurde, lassen Sie sich nicht entmutigen! Allein
durch die Arbeit an den Aufgaben und ihren Losungen hat jede Teilnehmerin und jeder Teil-
nehmer einiges gelernt; diesen Effekt sollten Sie nicht unterschétzen. Selbst wenn Sie zum
Beispiel aus Zeitmangel nur die Losung zu einer Aufgabe einreichten, so erhielten Sie eine
Bewertung Ihrer Einsendung, die Ihnen bei der Anfertigung kiinftiger Losungen hilfreich sein
kann.

Bevor Sie sich in die Losungshinweise vertiefen, lesen Sie bitte kurz die folgenden Anmer-
kungen zu den Einsendungen und beiliegenden Unterlagen durch.

Bewertungsbogen

Aus der ersten Runde oder auch aus fritheren Wettbewerbsteilnahmen kennen Sie den Bewer-
tungsbogen, der angibt, wie Thre Einsendung die einzelnen Bewertungskriterien erfiillt hat.
Auch in dieser Runde konnen Sie den Bewertungsbogen im Anmeldesystem PMS einsehen.
In der ersten Runde ging die Bewertung noch von 5 Punkten aus, von denen bei Mingeln
dann abgezogen werden konnte. In der zweiten Runde geht die Bewertung von 20 Punkten
aus; dafiir gibt es deutlich mehr Bewertungskriterien, bei denen Punkte abgezogen oder auch
hinzuaddiert werden konnten.



Terminlage der zweiten Runde

Fiir Abiturienten ist der Terminkonflikt zwischen Abiturvorbereitung und zweiten Runde si-
cher nicht ideal. Doch leider bleibt uns nur die erste Jahreshilfte fiir die zweite BwInf-Runde:
In der zweiten Jahreshilfte 14uft ndmlich die zweite Runde des Mathematikwettbewerbs, dem
wir keine Konkurrenz machen wollen. Aber: die Bearbeitungszeit fiir die zweite BwInf-Runde
betrigt etwa vier Monate. Friithzeitig mit der Bearbeitung der Aufgaben zu beginnen ist der
beste Weg, zeitliche Engpisse am Ende der Bearbeitungszeit gerade mit der wichtigen, aus-
fiihrlichen Dokumentation der Aufgabenldsungen zu vermeiden.

Einige Aufgaben in der zweiten Runde sind oft deutlich schwerer zu 16sen, als sie auf den
ersten Blick erscheinen mogen. Erst in der konkreten Umsetzung einer Losungsidee stof3t
man manchmal auf weitere Besonderheiten bzw. noch zu l6sende Schwierigkeiten, was dann
zusitzlicher Zeit bedarf. Daher ist es sinnvoll, beide einzureichende Aufgaben nicht nach-
einander, sondern relativ gleichzeitig zu bearbeiten, um nicht vom zeitlichen Aufwand der
jeweiligen Aufgabe unangenehm kurz vor Ablauf der Bearbeitungszeit iiberrascht zu werden
und keine vollstindige Losung mehr zu schaffen.

Dokumentation

Es ist sehr gut nachvollziehbar, dass Sie Ihre Energie bevorzugt in die Losung der Aufgaben,
die Entwicklung Threr Ideen und deren Umsetzung in Software flieBen lassen. Doch ohne
eine verstindliche Beschreibung der Losungsideen, eine iibersichtliche Dokumentation der
wichtigsten Komponenten Threr Programme, eine geeignete Kommentierung der Quellcodes
und eine ausreichende Zahl sinnvoller Beispiele (die die verschiedenen, bei der Losung des
Problems zu beriicksichtigenden Fille abdecken) ist eine Einsendung nur wenig wert.

Bewerterinnen und Bewerter konnen die Qualitét Threr Aufgabenldsungen nur anhand dieser
Informationen verniinftig einschétzen. Mingel in der Dokumentation der Einsendung kénnen
nur selten durch das konkrete Uberpriifen der Ergebnisse der Programme durch die Bewer-
terin oder den Bewerter etwas ausgeglichen werden — wenn diese denn iiberhaupt ausgefiihrt
werden konnen: Hier gibt es gelegentlich Probleme, die meist vermieden werden konnten,
wenn Losungsprogramme vor der Einsendung nicht nur auf dem eigenen, sondern auch ein-
mal auf einem fremden Rechner hinsichtlich Lauffihigkeit getestet wiirden. Insgesamt sollte
die Erstellung der Dokumentation die Programmierarbeit begleiten oder ihr teilweise sogar
vorangehen: Wer nicht in der Lage ist, Idee und Modell prizise zu formulieren, bekommt
auch keine saubere Umsetzung hin, in welcher Programmiersprache auch immer.

Bewertungskriterien

Bei den im Folgenden beschriebenen Losungsideen handelt es sich um Vorschlige, aber si-
cher nicht um die einzigen Losungswege, die wir gelten lieBen. Wir akzeptieren in der Regel
alle Ansitze, die die gestellte Aufgabe verniinftig 16sen und entsprechend dokumentiert sind.
Einige Dinge gibt es allerdings, die — unabhingig vom gewihlten Losungsweg — auf jeden
Fall in der Dokumentation erwartet wurden. Zu jeder Aufgabe wird deshalb in einem eige-
nen Abschnitt erldutert, worauf bei der Bewertung dieser Aufgabe besonders geachtet wurde.
AuBerdem gibt es aufgabenunabhéngig einige Anforderungen an die Dokumentation (klare



Beschreibung der Losungsidee, geniigend aussagekriftige Beispiele und wesentliche Ausziige
aus dem Quellcode) einschlieBlich einer theoretischen Analyse (geeignete Laufzeitiiberlegun-
gen und sinnvolle Begriindungen) sowie an den Quellcode der implementierten Software (mit
tibersichtlicher Programmstruktur und verstdndlicher Kommentierung) und an das lauftihige
Programm (keine Implementierungsfehler).
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Aufgabe 1: Die Kunst der Fuge

1.1 Grundlegende Uberlegungen

Jede Reihe von Ilonas Mauer soll aus den Bausteinen der Léngen 1 bis n bestehen. Die Reihen
der Mauer sollen derart sein, dass keine zwei Fugen (Zwischenrdume zwischen den Steinen)
ibereinander liegen, auch nicht, wenn mehrere Reihen dazwischen liegen.

Fiir gegebenes n soll nach diesen Regeln eine moglichst hohe Mauer erzeugt werden.

Zunichst stellt sich die Frage, wie hoch eine Mauer maximal werden kann. Jede Reihe der
Mauer besteht aus n Bausteinen und hat eine Gesamtlidnge von L=1+4+24...4+n = "("ZJF D
Fugen konnen im Abstand von 1 Lidngeneinheit auftauchen, insgesamt also an L — 1 Stellen

(genannt Spalten). Jede Reihe wiederum belegt n — 1 dieser moglichen Fugenplitze.

Im besten Fall konnen wir eine Mauer konstruieren, bei der fiir jede Spalte genau eine Reihe
existiert, die dort eine Fuge besitzt. Bezeichnen wir die maximale Reihenanzahl mit 4, so
ergibt sich also

L—1

p=t! ()
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Fiir n = 4 ergibt sich eine maximale Hohe von 4 = 3, und tatsdchlich kann man sich in dem
Beispiel des Aufgabenblatts leicht davon iiberzeugen, dass in der angegebenen Losung in jeder
Spalte auch tatsdchlich nur eine Fuge vorkommt.

Ist n ungerade, ist die Maximalhohe keine ganze Zahl und muss abgerundet werden. In diesem
Fall hat eine maximale Losung allerdings nicht mehr die Eigenschaft, dass jede Spalte eine
Fuge besitzt (siche Abb. [I). AuBerdem kann man fiir gerade n eine Losung fiir n 4 1 konstru-
ieren, indem man an der zweiten oder vorletzten Stelle jeder Reihe jeweils einen Stein der
Linge n+ 1 einschiebt.

Die Maximalhohe gibt nur eine theoretische obere Grenze fiir die mogliche Hohe einer Mauer
an. Es ist jedoch nicht garantiert, dass auch tatsichlich eine solche Mauer der maximalen Hohe
h fiir alle n existiert (,,Maximale Mauer*). Man kann leicht per Hand nachpriifen, dass sie fiir
n = 1,2,3,4 existiert. Fiir gréere n wollen wir nun ein Programm schreiben, das versucht,
eine solche Mauer algorithmisch aufzubauen. Dabei beschrinken wir uns zunichst auf gerade
n und nutzen die obere Beobachtung aus.
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Abbildung 1: Einschieben des Steins der Linge n + 1 in alle Mauerreihen, wobei hier zwei
Spalten fugenfrei bleiben: von geradem n = 4 auf ungerades n = 5.
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Abbildung 2: Eine Mauer wird fiir n = 4 spaltenweise aufgebaut. Dazu wird an jeder neu-
en Cursorposition der ldngste verfiigbare Block angelegt. Dieses Beispiel zeigt
einen Idealfall, bei dem die Rekursion noch nicht benétigt wird.

1.2 Aufbau der Mauer

Es gibt viele verschiedene Varianten, um eine valide Mauer zu konstruieren. Hier beschreiben
wir nur eine mogliche Art und optimieren diese. Das heif3t nicht, dass es nicht andere, bessere
Verfahren gibt.

Die grundlegende Idee unseres Programms ist, dass wir die Mauer sukzessive spaltenwei-
se von links nach rechts aufbauen. Wir beschrinken uns im Folgenden auf den Fall, dass n
gerade ist, damit in jeder Spalte genau eine Fuge erzeugt werden muss. Das macht unseren
Algorithmus etwas iibersichtlicher und soll uns hier geniigen, um das Konzept zu erkldren.
Es sei noch angemerkt, dass die Aufgabenstellung mit dem NP-vollstandigen Exact Cover
Problent] verwandt ist.

Wir beginnen also mit 47 = 5 + 1 leeren Reihen. Bevor der eigentliche Algorithmus startet,
setzen wir in jede Reihe schon einen ersten Block, aufsteigend von 1 bis 4, sodass ein Trep-
penmuster entsteht (siche Abb. [2)). Das hat sich heuristisch als guter Anfangszustand erwiesen.

"Wikipedia, 2018. http://en.wikipedia.org/wiki/Exact_cover
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Die Reihenfolge der Reihen ist iibrigens nicht wichtig; jede valide Mauer bleibt auch dann va-
lide, wenn man die Reihen umsortiert. Daher konnen wir ohne Weiteres davon ausgehen, dass
die ersten Blocke der Reihen aufsteigend sortiert sind.

Zentraler Fokus liegt nun immer auf der Spalte, die am weitesten links liegt und noch keine
Fuge besitzt. Diese Spalte nennen wir im folgenden ,,Cursor* (manchmal auch ,,Sweep Line*
genannt). Unser Ziel ist es, immer so einen nédchsten Block nahtlos an eine Reihe anzulegen,
dass am Cursor eine neue Fuge entsteht. Wenn dann unser Cursor z. B. in der 30. Spalte ist,
wissen wir, dass in allen vorherigen 29 Spalten schon eine Fuge vorhanden ist. Erreicht der
Cursor schlieBlich das Ende der Mauer, also die L-te Spalte, haben wir eine valide Mauer
erzeugt.

Die Schwiche dieses Verfahrens ist, dass es oft vorkommt, dass an einer neuen Cursorpo-
sition plotzlich kein einziger Block mehr zum Anlegen verfiigbar ist. In diesem Fall ist das
Programm in eine Sackgasse geraten. Es wird dann der letzte gesetzte Block zuriickgenom-
men und der néchste verfiigbare Block ausprobiert. Scheitert auch der letzte verfiigbare Block,
wird der Cursor wieder eine Spalte nach links verschoben und dort wiederum die néchste ver-
fiigbare Linge ausprobiert, und so weiter. Die Herausforderung besteht also darin, moglichst
denjenigen Block zu finden und zu setzen, der mit der kleinsten Wahrscheinlichkeit spéter in
eine Sackgasse fiihrt. In Abschnitt stellen wir eine Idee vor, wie man dieses Problem 16sen
kann.

In der Umsetzung nutzen wir Rekursion, da dies ein angenehmer Weg ist, um die fritheren
Cursorzustdnde automatisch zwischenzuspeichern. Unser Verfahren ist vom Konzept her eine
Tiefensuche mit Riicksetzverfahren (,,Depth-First-Search with Backtracking*). Je Mauerzu-
stand (Knoten) wird entschieden, welcher nichster Block angelegt werden soll oder ob eine
Sackgasse oder eine Losung erreicht wurde. Der folgende Pseudocode fasst den Losungsan-
satz zusammen:

1 public void expand (cursorpos) {
2 if (cursorpos==L) {

3 loesungAusgeben () ;

4 return; //Methode verlassen
5 }

6 else {

7 laengen = listeVerfuegbarelaengen (cursorpos) ;
8 for int i in laengen {

9 anlegen (i) ;

10 expand (cursorpos+1) ;

11 zuruecknehmen (1) ;

12 }

13 }

14 }

Mit diesem Ansatz allein kann man maximale Mauern bis zur Hohe n = 14 in annehmbarer
Zeit erzeugen (siehe Abb. [3lund [)).
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Abbildung 3: Maximal hohe Mauer fiir n = 10.
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Abbildung 4: Maximal hohe Mauer fiir n = 14.

1.3 Erste Optimierung: Permutationen

Wie bereits erwihnt, hingt die Effizienz unseres Programms stark davon ab, dass wir je Spalte
einen moglichst ,,passenden‘ Block auswihlen. Im Pseudocode ist dafiir Zeile 7 verantwort-
lich: Dort legt die Funktion listeVerfuegbareLaengen() fest, in welcher Reihenfolge die Lin-
gen spiter in der Schleife ausprobiert werden sollen. In einer naiven Implementierung wiirde
man schlicht eine absteigende oder aufsteigende Reihenfolge wihlen, sodass die verfiigbaren
Lingen von groB nach klein oder klein nach gro3 durchprobiert werden. Das ist aber nicht
besonders effizient. Tatsdchlich ist es sehr viel besser, zufillige Reihenfolgen zu testen (,,ran-
domized algorithm*). Mithilfe dieser Optimierung kann unser Programm Mauern bis zu einer
Hohe von n = 22 erzeugen.

Die neuen Reihenfolgen, die Permutationen der Zahlen von 1 bis 7 sind, stellen wir als Integer-
Array dar, mit den einzelnen Blockldngen als Eintrigen. Die Blocke werden dann in dieser
vorgegebenen Reihenfolge durchprobiert. Wir nennen diese Reihenfolgen im folgenden Per-
mutationen. Ist beispielsweise n = 10, so fiithren folgende, zu Beginn festgelegte Permutatio-
nen zu deutlich unterschiedlichen Laufzeiten. Diese messen wir, indem wir die Anzahl der
rekursiven Aufrufe (Expand-Aufrufe) mitz'ahlenﬂ

Permutation

rekursive Aufrufe

[6,7,2,10,3,9,1,4,5,8]
[5,6,3,2,8,7,10,1,4,9]
8,10,5,3,9,7,1,2,6,4]
[10,9,8,7,6,5,4,3,2,1]

229
40
26

103

Die hier gezeigten Aufrufzahlen wurden in einer spiteren Implementierung gemessen, als noch weitere, un-
ten eingefiihrte Optimierungen moglich waren. Der relevante Unterschied, dass manche Permutationen um
mehrere Grolenordnungen schneller fertig sind als andere, bleibt aber weiterhin erhalten.
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Abbildung 5: oben: Beispiel einer n = 6-Spiegelung. Jede blass gedruckte Reihe ist eine ge-
spiegelte Version der zugehorigen gekoppelten Reihe.
unten: Die Grundidee der Spiegelung: Der dunkle (berechnete) Block wird ko-
piert, gespiegelt rechts an die Mauer gesetzt. Das funktioniert mit beliebig vie-
len Reihen, solange in der Mitte der Mauer weiterhin das Treppenmuster erzeugt
wird.

Die Qualitédt der Permutationen ist sehr unterschiedlich. Bei n = 10 liegt der Unterschied in
der Laufzeit bei etwa einer Groenordnung. Fiir grolere n wird der Unterschied noch grofer;
fiir n = 90 benotigt eine durchschnittliche Permutation mehr als 10.000.000 rekursive Aufrufe,
die beste gefundene Permutation jedoch nur 5.194.

Trotz intensiver Bemiihungen ist leider nicht zu erkennen, was eine gute Permutation aus-
macht. Daher erzeugen wir viele unterschiedliche zufillige Permutationen und lassen diese
bis zu einer Obergrenze an rekursiven Aufrufen laufen. Dadurch besteht zwar die Gefahr, dass
wir einige Permutationen abbrechen, kurz bevor sie eine fertige Mauer geliefert hitten, aber
es steigt die Chance, unter den vielen Permutationen eine der seltenen sehr guten zu finden,
die uns die Mauer sehr schnell erzeugen. Das Hauptaugenmerk dieser Optimierung liegt darin,
wie man die Obergrenze an Aufrufen festlegt. Weiter unten in Abschnitt werden wir %n3
als brauchbare Obergrenze finden.

1.4 Zweite Optimierung: Kopplung und Spiegelung der halben
Mauer

Unter den richtigen Voraussetzungen kann man die zweite Hilfte der Mauer allein durch Spie-
gelung der ersten Hilfte erhalten. Damit spart man sich das Berechnen der gesamten zweiten
Mauerhilfte, womit man im Vergleich zu vorher ungefdahr doppelt so groe Mauern finden
kann. Durch diese Optimierung konnen wir Mauern statt bis n = 22 bis zu einer Hohe von
n = 38 erzeugen.

Notig dafiir ist, dass es eine gerade Anzahl an Reihen gibt. Dann konnen ndmlich jeweils zwei
Reihen miteinander gekoppelt werden. Das heil3t, dass sie beide aus einem gemeinsamen Pool



an Blocken der Lingen 1,...,n gebaut werden, und dass der letzte Block jeder Reihe so lang
sein muss, dass er die letzte Fuge der kiirzesten Reihe iiberdeckt. In dieser Situation kann
dann jede Reihe gerade durch die Blocke aus der Partnerreihe vervollstindigt werden, und
man spart sich das Berechnen der gesamten zweiten Mauerhilfte. Die Spiegelung geschieht
an der Mitte der Mauer, deshalb liegen die neuen Blocke in umgekehrter Reihenfolge vor.

Fugenkonflikte gibt es beim Einsetzten der gespiegelten Kopie keine, denn durch das Kon-
struktionsverfahren haben wir die erste Mauerhilfte so erzeugt, dass es dort keine Fugenkon-
flikte gibt (diese erste Hilfte zu berechnen ist weiterhin der aufwendige Teil). Eine Kopie
dieser ersten Hélfte hat somit auch keine inneren Konflikte, woran auch eine zusitzliche Spie-
gelung nichts dndert. Nur ganz in der Mitte passiert es, dass die iiberhdngenden Reihen unter
sich selbst kopiert werden (siche Abb.[5). Doch genau fiir diesen Fall haben wir die zusitzli-
che Bedingung, dass der iiberhdngende Bereich immer nur durch einen einzigen (ausreichend
langen) Block gefiillt sein muss. Dadurch sind in diesem mittleren Bereich beim Kopieren nur
die schon bestehenden Fugen der Partnerreihe relevant.

Ein Nachteil der Spiegelmethode ist, dass diese (zusétzlich zur bereits erwdhnten Bedingung
von geradem n) nur fiir Mauerhohen »n funktioniert, die keine Vielfachen von 4 sind, also fiir
Zahlen der Form n = 4k 4 2 mit ganzzahligem k. Der Grund ist, dass die Anzahl von Reihen
h = 5 + 1 fiir die Kopplung gerade sein muss.

1.5 Dritte Optimierung: Einschranken des Suchraums

Unser Algorithmus hat momentan noch die Schwiche, dass er naiv alle verfiigbaren Lingen
nacheinander durchprobiert. Das wollen wir jetzt dndern, denn es gibt viele Situationen, bei
denen schon vorher erkennbar ist, dass sie unmoglich zu einer validen Mauer fiithren konnen.
Von diesen Zustidnden aus weiter zu expandieren ist Zeitverschwendung. Also wollen wir sie
so frith wie moglich erkennen, um sie dann zu iiberspringen (,,Branch & Bound*).

Nichtvervollstindigbare Mauern sind diejenigen, bei denen sich eine Reihe zu weit vom Cur-
sor entfernt hat, und dadurch kein weiterer Block mehr an sie angelegt werden kann, der sie
bis zum aktuellen Cursor auffiillt. Wir demonstrieren das an drei Beispielen (in den folgenden
Darstellungen reprisentieren Sterne und Punkte abwechselnd verschiedene Mauerblocke):

n=10
Koo oo oo oense * Kk kx |
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Kok ok kXK o e e * |

Hier ist die fiinfte Reihe der Grund, dass es keine Losung gibt. Die fiinfte Reihe ist bereits elf
Einheiten (dist = 11) vom Cursor entfernt. Diese Liicke wird nicht mehr geschlossen werden
konnen, da es nur Lingen bis n = 10 gibt. Also briuchte man mindestens zwei Blocke zum
Schlieen der Liicke, was aber einen Fugenkonflikt erzeugen wiirde.
n=10

K o e e e kKk KKKk hkk kK|

> R I * kK kK Kk | dist=9
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Die zweite Reihe ist hier der Indikator. Sie hat zwar nun einen Abstand 9 zum Cursor, aber
trotzdem ist die Mauer nicht mehr vervollstindigbar. Grund dafiir ist die Kopplung der ersten
und zweiten Reihe: In der ersten Reihe sind die Langen 10 und 9 schon verbaut. Beide Reihen
(insbesondere die zweite) konnen also maximal nur noch die Linge 8 anlegen.

n=10
Keween KAKKKKEKRE L 0w w e |
KK e e e e e * ok kK x * K kK |
L S L |
KEKK 0w e wen ko k kXK Lo u .. * |
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Eine dritte nicht mehr zum Ziel fithrende Mauer. Dies kann an der fiinften Reihe erkannt
werden. Diese ist mit der sechsten Reihe gekoppelt. Zusammen bestehen die beiden Reihen
schon aus sieben Blocken, es sind nur noch die Lingen 3, 4 und 10 iibrig. Wir sehen aber,
dass die Liange 10 der einzige Block ist, der in der 6. Reihe die Liicke von 9 noch fiillen kann.
Dieser Block steht also fiir die fiinfte Reihe nicht zur Verfiigung, es bleiben fiir diese nur die
Lingen 3 und 4 iibrig. Die sind aber zu kurz, um die dortige Liicke von 5 zu fiillen.

Mit dieser zusitzlichen Optimierung kdnnen wir maximale Mauern der Hohe n = 102 kon-
struieren.

1.6 Permutationen erganzen

Bisher haben wir Permutationen komplett zufillig erzeugt. Mochten wir aber hohere Mauern
als n = 102 erzeugen, konnen wir einen Trick benutzen. Die Idee: Wir nehmen unsere beste
gefundene Permutation fiir n» = 102 und ergiinzen sie an vier zufilligen Positionen um die
Zahlen 103,104,105 und 106. Das ergibt eine neue Permutation fiir » = 106. Nutzt man fiir
den Algorithmus nun allein solche Permutationen, findet man tatsichlich Losungen fiir n =
106 in annehmbarer Zeit.

Dieses Verfahren kann man dann wiederholen und gelangt zu Lésungen fiir n = 110. Nur fiir
n = 114 funktioniert dieser Trick leider nicht mehr. Nach 15 Minuten Laufzeit haben wir die
Suche abgebrochen.

Gute Permutationen haben also eine gewisse Struktur, die auch noch erhalten bleibt, wenn
man sie durch neue Zahlen ergénzt.

1.7 Ubersicht iiber die Optimierungen und Laufzeitanalyse

Abschliefend noch eine Auflistung, inwieweit die einzelnen Optimierungen zur erreichbaren
Mauerhohe n beitragen:

10
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Abbildung 6: links: Laufzeiten fiir den Average Case, logarithmisch skaliert.
rechts: Gemittelte Laufzeiten fiir verschiedene n (linear skaliert).

Optimierung n
Tiefensuche 14
mit Permutationen 22
und mit Spiegelung 38
und mit Suchraumbeschrinkung | 102
und mit Permutationsergédnzung | 110

SchlieBlich wollen wir noch die Laufzeit unseres Programmes abschitzen.

Im schlimmsten Fall (,,Worst Case‘‘) hat unser Algorithmus eine iiberexponentielle Laufzeit.
Eine grobe obere Grenze an moglichen Aufbauten der Mauer ist durch (n!)" = (”!)(% +1)
gegeben, was der Anzahl aller moglichen Anordnungen der Mauerblocke entspricht, aber auch
inklusive aller verbotenen Zustinde, bei denen Fugen iibereinander liegen. Die tatsdchliche
obere Grenze liegt also niedriger, aber vermutlich nicht wesentlich.

Fiir den durchschnittlichen Fall (,,Average Case‘‘) messen wir die Laufzeiten fiir alle verfiigba-
ren n mehrmals und tragen die Ergebnisse in Abb.[6]logarithmisch gegen n auf. Zur besseren
Ansicht wird je Messwert noch eine kleine kiinstliche Streuung um » eingefiigt, damit sich die
Punkte nicht so sehr iiberlappen. Man sieht, dass die eingetragenen Punkte eine gerade aufstei-
gende Linie bilden, was exponentiellem Wachstum entspricht (da die y-Achse logarithmisch
skaliert ist). Im ,,Average Case* hat unser Algorithmus also eine exponentielle Laufzeit.

Zuletzt wollen wir noch eine Funktion f(n) bestimmen, die die Laufzeit des Programms in
Sekunden vorhersagt. Mit dem Ansatz f(n) = a-2"" (a, b freie Parameter) erhalten wir nach
Einsetzen unserer Messwerte a = 0,0001 s und » = 0,2. Die Laufzeit unseres Programms ist
somit ndherungsweise gegeben durch

f(n) =0,0001s-2%%"

n = 62 ist die groflite Mauer, die unser Programm zuverldssig in unter einer Sekunde schafft.
n = 80 ist die groite Mauer, die noch in unter zehn Sekunden gefunden wird. Ab n = 80
zieht dann aber die Laufzeit stark an, die folgenden hoheren Mauern werden nicht mehr in
annehmbarer Zeit gefunden. Diesen plétzlichen Anstieg bei ca. n = 80 kann man in Abb.[6] gut
erkennen.
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1.8 Beispiele

Im Folgenden zeigen wir ausgewdhlte Beispiele fiir giiltige maximale Mauern fiir verschiede-
ne n. Die Zahlen stehen fiir die Langen der einzelnen Bausteine.

n=10

01 07 10 06 03 09 04 08 05 02 _ sum=55
02 05 08 04 09 03 06 10 07 01 _ sum=55
03 07 01 10 02 06 09 08 05 04 _ sum=55
04 05 08 09 06 02 10 01 07 03 _ sum=55
05 07 01 09 03 10 04 02 08 06 _ sum=55
06 08 02 04 10 03 09 01 07 05 _ sum=55

29 Expand-Aufrufe
Permutation: 75186109423

01 12 05 13 10 06 09 11 08 03 04 07 14 02 _ sum=105
02 14 07 04 03 08 11 09 06 10 13 05 12 01 _ sum=105
03 07 12 10 13 01 09 06 11 14 08 02 05 04 _ sum=105
04 05 02 08 14 11 06 09 01 13 10 12 07 03 _ sum=105
05 10 02 12 13 01 09 14 03 11 04 07 08 06 _ sum=105
06 08 07 04 11 03 14 09 01 13 12 02 10 05 _ sum=105
07 05 14 02 09 03 11 06 13 01 10 04 12 08 _ sum=105
08 12 04 10 01 13 06 11 03 09 02 14 05 07 _ sum=105

203 Expand-Aufrufe
Permutation: 1451278210491331161

n=22
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01 21 05 11 20 07 17 12 18 03 16 19 10 13 08 04 14 06 15 09 22 02 _ sum=253
02 22 09 15 06 14 04 08 13 10 19 16 03 18 12 17 07 20 11 05 21 01 _ sum=253
03 20 02 05 06 11 15 17 12 13 10 18 19 07 21 01 16 08 14 09 22 04 _ sum=253
04 22 09 14 08 16 01 21 07 19 18 10 13 12 17 15 11 06 05 02 20 03 _ sum=253
05 14 21 16 19 17 07 18 13 03 10 12 08 04 15 20 01 22 11 02 09 06 _ sum=253
06 09 02 11 22 01 20 15 04 08 12 10 03 13 18 07 17 19 16 21 14 05 _ sum=253
07 22 02 06 09 15 17 19 10 18 12 03 13 04 20 16 01 14 11 21 05 08 __sum=253
08 05 21 11 14 01 16 20 04 13 03 12 18 10 19 17 15 09 06 02 22 07 __sum=253
09 05 06 21 01 02 11 12 16 04 19 03 18 08 13 17 07 15 14 20 22 10 __sum=253
10 22 20 14 15 07 17 13 08 18 03 19 04 16 12 11 02 01 21 06 05 09 __sum=253
11 05 02 21 14 16 08 07 17 18 10 13 03 19 04 15 06 01 20 22 09 12 _ sum=253
12 09 22 20 01 06 15 04 19 03 13 10 18 17 07 08 16 14 21 02 05 11 __ sum=253

1421 Expand-Aufrufe
Permutation: 592 111421615161178742022121018133 19

n=238

01 26 07 09 30 08 14 06 22 18 16 03 23 15 11 32 34 04 13 33 17 12 20 31 28 05 10 24 25 19 29 27 21 35 36 37 38 02 __sum=741
02 38 37 36 35 21 27 29 19 25 24 10 05 28 31 20 12 17 33 13 04 34 32 11 15 23 03 16 18 22 06 14 08 30 09 07 26 01 __sum=741
03 26 07 09 08 36 02 06 35 18 23 15 27 25 33 01 13 10 24 05 31 12 17 20 28 30 32 19 29 11 21 22 34 16 14 37 38 04 __sum=741
04 38 37 14 16 34 22 21 11 29 19 32 30 28 20 17 12 31 05 24 10 13 01 33 25 27 15 23 18 35 06 02 36 08 09 07 26 03 __sum=741
05 26 07 09 37 08 22 16 03 21 23 15 32 19 25 13 01 24 17 28 20 12 31 10 33 34 11 04 35 29 27 18 14 30 02 36 38 06 __sum=741
06 38 36 02 30 14 18 27 29 35 04 11 34 33 10 31 12 20 28 17 24 01 13 25 19 32 15 23 21 03 16 22 08 37 09 07 26 05 __sum=741
07 26 30 09 36 02 06 35 15 21 03 32 11 25 04 24 34 10 20 28 17 31 05 12 13 33 01 19 29 23 27 18 16 14 22 37 38 08 __sum=741
08 38 37 22 14 16 18 27 23 29 19 01 33 13 12 05 31 17 28 20 10 34 24 04 25 11 32 03 21 15 35 06 02 36 09 30 26 07 __sum=741
09 26 06 08 37 14 22 18 27 15 29 01 11 36 04 13 33 28 31 20 12 17 05 25 24 34 19 32 23 03 21 35 16 02 30 07 38 10 __sum=741
10 38 07 30 02 16 35 21 03 23 32 19 34 24 25 05 17 12 20 31 28 33 13 04 36 11 01 29 15 27 18 22 14 37 08 06 26 09 __sum=741
11 26 37 30 14 18 16 23 32 21 25 01 13 34 10 28 17 05 31 20 33 24 35 19 04 15 36 29 06 03 27 22 09 08 02 07 38 12 __sum=741
12 38 07 02 08 09 22 27 03 06 29 36 15 04 19 35 24 33 20 31 05 17 28 10 34 13 01 25 21 32 23 16 18 14 30 37 26 11 __sum=741
13 26 30 06 36 18 16 29 27 01 11 25 19 34 04 10 28 12 20 17 31 24 33 05 32 15 35 23 03 21 22 37 08 38 09 02 07 14 __sum=741
14 07 02 09 38 08 37 22 21 03 23 35 15 32 05 33 24 31 17 20 12 28 10 04 34 19 25 11 01 27 29 16 18 36 06 30 26 13 __sum=741
15 07 08 30 06 02 38 14 27 23 21 03 35 32 04 13 24 10 28 20 17 12 05 31 33 34 19 25 01 11 29 22 18 36 37 26 09 16 __sum=741
16 09 26 37 36 18 22 29 11 01 25 19 34 33 31 05 12 17 20 28 10 24 13 04 32 35 03 21 23 27 14 38 02 06 30 08 07 15 __sum=741
17 07 30 08 02 26 37 22 27 03 29 19 21 32 33 05 20 28 31 12 10 34 24 04 13 01 25 15 11 23 16 35 14 36 06 09 38 18 _ sum=741
18 38 09 06 36 14 35 16 23 11 15 25 01 13 04 24 34 10 12 31 28 20 05 33 32 21 19 29 03 27 22 37 26 02 08 30 07 17 __sum=741
19 07 26 09 38 18 14 15 22 21 27 04 11 25 33 10 01 34 28 31 05 12 17 24 35 13 32 29 03 23 16 37 06 02 36 30 08 20 __sum=741
20 08 30 36 02 06 37 16 23 03 29 32 13 35 24 17 12 05 31 28 34 01 10 33 25 11 04 27 21 22 15 14 18 38 09 26 07 19 _ sum=741

]

17501 Expand-Aufrufe

Permutation: 26 798302366 14 1822 162927233237213 151125193814 132433
105352834 17203112

n=110

Diese Losung ist so groB3, dass wir sie nur online unter https://bwinf.de/bundeswettbewerb/
der-aktuelle- wettbewerb/2-runde/material-362/ zur Verfiigung stellen konnen.

1.9 Anhang: Optimale Obergrenze

Wir suchen eine Formel, die uns fiir gegebenes n einen verniinftigen Wert fiir die Obergren-
ze an rekursiven Aufrufen liefert, bevor zur nichsten Permutation gewechselt wird. Wird die
Obergrenze zu niedrig gewihlt, werden zu viele Permutationen abgebrochen, bevor sie eine
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Bestimmung der optimalen Obergrenze

fir vier ausgewahlte n
100

n=62
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Abbildung 7: Suche nach der optimalen Obergrenze (x-Achse), die den Minima der Kurven
entspricht. Je niedriger die bendtigte Zeit pro Losung (y-Achse), desto besser.

Losung liefern. Ist die Obergrenze zu hoch, wird viel Zeit in schlechte Permutationen ver-
schwendet. Wir wollen deshalb einen Kompromiss finden.

Dazu haben wir fiir verschiedene n und verschiedene Obergrenzen die durchschnittliche Zeit
gemessen, die das Programm zum Finden einer Losung bendtigt. Die Ergebnisse sind exem-
plarisch fiir vier verschiedene n in Abb.[7]gezeigt. Die x-Achse (Obergrenze) ist logarithmisch
skaliert, um die Details bei kleinen Werten besser aufzulosen.

Aus den Diagrammen konnen wir jeweils die ungefihre optimale Obergrenze Ty, ablesen.
Diese sind in Tabelle [T] aufgefiihrt. Diesen Wert vergleichen wir mit der minimalen Anzahl

an rekursiven Aufrufen, die jeweils notig wéren, um iiberhaupt eine Losung zu generieren.

Diese ist gegeben durch T, = % = ’2—2. Das Verhiltnis dieser beiden Zahlen zueinander,

Topt /Tiin, kann dann nach einem Zusammenhang mit n untersucht werden. Es zeigt sich, dass
Topt/ Tmin =~ % eine brauchbare Niherung ist. Daraus ergibt sich

3

n n
Tope ~ Tmin§ = v (S

Dies ist natiirlich nur eine grobe Abschitzung des Zusammenhangs, aber fiir unsere Zwecke
ausreichend, um fiir alle n eine Abbruchgrenze berechnen zu kénnen.

1.10 Bewertungskriterien

* Die grundsitzliche Erwartungshaltung an das Programm ist (ohne Plus- oder Minus-
punkte), dass es Mauern mit einer Maximalhohe fiir n = 15 bis etwa n = 19 in annehm-
barer Zeit erzeugt. Das Programm sollte (nicht zwingend maximale) Losungen in der
ungefihren GroBenordnung i = | 5] + 1 erzeugen. Fiir groBere n etwa ab n = 20 ist es

14



n Tinin Topt Topt/ Tmin % (gerundet)
(gerundet)

26 169 900 5 8

38 361 5000 14 13

50 625 10000 16 17

62 961 19000 20 20

Tabelle 1: Suche nach einem Zusammenhang zwischen n und Top / Thnin-

in Ordnung, wenn gegebenenfalls nur noch Spezialfille gelost werden kdnnen (so wie
unser Spiegeltrick nur fiir eine gerade Anzahl an Reihen funktioniert).

Bis mindestens n = 10 muss jedoch eine Mauer der Maximalhohe & = | 5] + 1 erzeugt
werden, sonst gibt es einige Minuspunkte. Findet das Programm sogar fiir grofere n
Mauern der maximalen Hohe in akzeptabler Zeit, gibt es Pluspunkte ab n = 20 sowie
noch mehr ab n = 30 bzw. n = 40, ansonsten wenige Minuspunkte unter n = 15 bis
n=10.

Die erzeugten Mauern miissen stets korrekt sein, also den Vorgaben der Aufgabenstel-
lung entsprechen.

Fiir besonders grof3e n darf die Berechnungszeit des Programms im Stundenbereich lie-
gen, ansonsten eher nur im Sekunden- oder Minutenbereich.

Das Verfahren bzw. seine Implementierung darf nicht auf unnotige Weise aufwiindig
sein und damit die Konstruktion héherer Mauern verhindern.

Die Erstellung von Losungen fiir ungerade n sollte nicht vernachléssigt werden, sondern
geeignet diskutiert werden.

Es sollen Uberlegungen und Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen n und der
maximalen Mauerhohe i = |5 | 4 1 vorhanden sein, am besten analytischer Natur.

Einige sinnvolle Gedanken zur Laufzeit des Programms werden erwartet und miissen
verstdndlich sein.

Der gewihlte Algorithmus (inklusive aller Optimierungen) zum Erzeugen einer Mauer
soll nachvollziehbar beschrieben und durch ausreichend viele aussagekriftige Beispiele
fiir verschiedene n verdeutlicht werden.

Es muss fiir mindestens drei verschiedene n einschlieBlich des konkreten Falls n = 10 ei-
ne konstruierte Losung angegeben werden. Wenn die erfolgreiche Erzeugung von Mau-
ern mit groem n durch das Programm behauptet wird, wird hierfiir die Angabe von
berechneten Beispiellosungen erwartet.

Die Ausgabe des Programms muss korrekt und iibersichtlich sein. Insbesondere soll sie
nicht nur fiir kleine n derart sein, dass die Korrektheit der Ausgabe einfach iiberpriifbar
ist.

Mogliche Erweiterungen der Aufgabenstellung wiren zum Beispiel Rundmauern wie
bei einem Turm oder die Zulassung einer vorgegebenen maximalen Anzahl von iiber-
einanderliegenden Fugen.
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Aufgabe 2: Wehret den Wildschweinen!

2 Erstellen eines kritischen Pfads

Das Ziel der Erdarbeiten ist es, dass jeder Weg fiir ein Wildschwein vom Nordrand zum Siid-
rand mindestens einmal einen Hohenunterschied von mehr als einem Meter beinhaltet. Der
Weg eines Wildschweins sei dabei die Abfolge von besuchten Planquadraten. Geht ein Wild-
schwein von einem Planquadrat zu einem benachbarten Planquadrat, iberschreitet es dabei die
Linie zwischen beiden Quadraten. Kann eine Linie von einem Wildschwein nicht mehr bewil-
tigt werden, da der Betrag der Hohendifferenz grofler oder gleich einem Meter ist, handelt es
sich um eine kritische Linie.

Das Ziel ist genau dann erreicht, wenn mindestens ein zusammenhingender Pfad aus kri-
tischen Linien vom linken zum rechten Feldrand gefunden wurde. Ein solcher Pfad sei ein
kritischer Pfad. Existiert dagegen kein kritischer Pfad, so gibt es mindestens einen moglichen
Weg fiir ein Wildschwein von Norden nach Siiden.

-
4__________

.7
’
1
1
1
1
\
[ P ——
[ P ——
o

4______________

4___:,"'___________'

S

Abbildung 8: Kritischer Pfad.

Das Problem wird gelost, indem ein kritischer Pfad mit moglichst wenigen Erdarbeiten kon-
struiert wird. Ist ein bestimmter Pfad noch nicht kritisch, so sind noch von Wildschweinen
passierbare Linien enthalten. Um eine Losung zu finden, werden diese Linien durch Erdarbei-
ten in kritische Linien umgewandelt.

2.1 Umbau von Linien

Wir betrachten also zwei benachbarte Planquadrate der Hohen a und b, deren gemeinsame
Linie nach der Bearbeitung kritisch sein soll. Die zu erfiillende Bedingung an den Betrag der
Hohendifferenz lautet: A = |b —al| > 1E| Es sollen dabei nur Erdarbeiten beziiglich jeweils

31m kostet laut Aufgabenstellung 100€.
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beider betrachteten Planquadrate unternommen werden. Um die Differenz zu erhohen, ist es
immer giinstiger, den schon bestehenden Hohenunterschied zu vergroB3ern.

b/

Abbildung 9: Umschaufeln zur kritischen Linie.

Dazu wird Erde vom niedrigeren Quadrat zum hoheren Quadrat geschaufelt. Wurden w Erd-
arbeiten auf diese Weise verrichtet, gilt fiir die jeweiligen Hohen ' und b’ nach verrichteter
Arbeit:

a=a—w b=b+w

Um die genannte Bedingung zu erfiillen, muss unter der Annahme 4’ > d’ fiir die neue Diffe-
renz A’ gelten:

1<AN=b-d=bh+w)—(a—w)=(b—a)+2w=A+2w
1-2w<A
2w<A-1

Aus dieser Gleichung ergibt sich die geringste Menge an Erdarbeiten w zum Umbauen einer
Linie mit Hohenunterschied A zu einer kritischen Linie:

w>—(1-A)

| —

2.2 Heuristik flr die Pfadfindung

Zur Minimierung der Kosten wird der Pfad gewihlt, der die wenigsten Erdarbeiten insgesamt
erfordert, um kritisch zu werden. Es bietet sich an, die gesamten Erdarbeiten als Summe der
einzelnen bendtigten Arbeiten aller Linien zu errechnen. Allerdings gilt dies nur unter der
Annahme, dass einzelne Erdarbeiten an verschiedenen Linien unabhédngig voneinander sind.
Leider ist dies jedoch nicht der Fall. Liegen zwei Linien am selben Planquadrat an, tritt einer
von zwei Fillen auf:

(1) Die jeweiligen Erdarbeiten beider Linien entnehmen beide dem betroffenen Planquadrat
Erde oder fiigen ihm beide Erde hinzu.
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(2) Die Erdarbeiten der einen Linie entnehmen Erde vom betroffenen Planquadrat, wéihrend
die Erdarbeiten der anderen Linie Erde hinzufiigen.

Im Fall (1) wird tiberfliissige Arbeit verrichtet: Nach dem Umschaufeln durch Erdarbeiten an
der einen Linie erreicht das betroffene Planquadrat bereits eine bessere Hohe, sodass durch
Erdarbeiten an der zweiten Linie sowie auch insgesamt weniger Erde umgeschaufelt werden
muss. Im Fall (2) kommt es zu einem Konflikt, durch welchen nach Tatigung der Erdarbeiten
an beiden Linien nicht garantiert werden kann, dass nun beide Linien kritisch sind. Es muss
zusitzliche Erdarbeit verrichtet werden, da geschaufelte Erde fiir eine Linie mehr Arbeit fiir
die andere Linie bedeutet.

Abbildung 10: Fall (1). Abbildung 11: Fall (2).

Die Summe der einzelnen Erdarbeiten kann somit nicht als exaktes Maf fiir die benotigten
Erdarbeiten zur Umsetzung eines Pfades gewihlt werden. Stattdessen wird diese Summe nur
als heuristisches Mal3 verwendet, um verschiedene Pfade miteinander zu vergleichen. Die
Heuristik wiahlt den Pfad von Westrand zu Ostrand, welcher die geringste Summe an Erd-
arbeiten fiir die einzelnen Linien aufweist. Dieser Pfad sei der geringste Pfad. Die Heuristik
erzeugt nicht notwendigerweise stets die beste Losung, ldauft aber dafiir in akzeptabler Lauf-
zeit.

Das Problem des geringsten Pfads wird in einen Graphen G = (V, E) eingebettet. Jede Kante
aus E stellt eine Linie auf dem Brachland dar. Die Knoten aus V liegen auf den Eckpunkten
der Planquadrate. Da die Rinder abgezédunt sind, werden die Linien vernachléssigt, die di-
rekt am West- oder Ostrand anliegen. Der Nord- und Siidrand des Brachlandes wird fiir die
Wildschweine immer als passierbar angenommen: Jedes Wildschwein startet auf einem Plan-
quadrat am Nordrand und lduft zu einem Planquadrat am Siidrand. Somit fallen auch Linien
weg, welche inzident zu mindestens einem Knoten am Rand sind.

Die Gewichtung w(e) fiir jede Kante e € E entspricht den benétigten Erdarbeiten fiir den Um-
bau zu einer kritischen Linie. Die Lénge eines Pfads innerhalb des Graphen G entspricht dem-
nach der Summe der einzelnen Erdarbeiten. Der geringste Pfad vom Westrand zum Ostrand
ist der kiirzeste gewichtete Pfad von einem Knoten am Westrand zu einem Knoten am Ostrand
im Graphen.

Es werden zwei virtuelle Knoten s und 7 mit jeweils einer Kante an alle Knoten des Westrandes
bzw. des Ostrandes angefiigt. Die Gewichtung dieser Kanten sei 0. Auf diese Weise wird das
Problem darauf reduziert, den kiirzesten Pfad vom Knoten s zum Knoten ¢ zu finden.
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Abbildung 12: Einbettung in einen Graphen.

Um den kiirzesten Pfad zu erhalten, wird der Dijkstra—Algorithmuﬂ im ungerichteten, ge-
wichteten Graphen G angewendet. Die berechneten geringsten Pfade zu den vorgegebenen
Beispielen sind im Abschnitt 2enthalten.

2 Losung mittels Dualgraph

Ist durch die Heuristik ein geringster Pfad ermittelt worden, gilt es diesen noch umzubauen, so
dass ein kritischer Pfad entsteht. Die dazu unternommenen Erdarbeiten sollen dabei folgende
Ziele verfolgen (siehe Abschnitt[2.2)):

(1) Ausnutzen begiinstigender Umsténde.
(2) Auflosen moglicher Konflikte.

Um die genannten Arten zu erkennen und umzusetzen, wird ein Dualgraph erzeugt. In diesem
Graphen werden die Beziehungen zwischen voneinander abhiingigen Erdarbeiten dargestellt,
welche von der Heuristik vernachldssigt werden. Alle Erdarbeiten werden zur Vereinfachung
nur an Linien des gewihlten Pfades getitigt. Demnach finden Verdnderungen nur in den am
Pfad direkt anliegenden Planquadraten stattEI

Alle am Pfad anliegenden Planquadrate sind in einem Knoten im Dualgraphen représentiert.
Liegt die Linie zwischen zwei benachbarten Quadraten auf dem Pfad, so wird eine gerichtete
Kante zwischen den jeweiligen Knoten im Dualgraph gezogen. Die Richtung der Kante zeigt
dabei immer vom niedrigeren Quadrat zum hoheren Quadrat.

4Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Dijkstra- Algorithmus
>Der Einbeziehung weiter auBen liegender Quadrate erwiese sich in manchen Fillen zwar als vorteilhaft, wiirde
aber eine deutlich erhohte algorithmische Komplexitit bedeuten.
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Abbildung 13: Kritischer Pfad mit entsprechendem Dualgraph.

Der Dualgraph ist meist nicht zusammenhidngend. Unverbundene Teile des Graphen haben
keinerlei Bezug zueinander, sodass sie unabhiingig voneinander betrachtet werden konnen.

Abbildung 14: Unabhéngige Teilgraphen.

Es gilt im Folgenden, die einzelnen zusammenhingenden Teilgraphen von Konflikten zu be-
freien.

Es bleibt anzumerken, dass ein Dualgraph immer zyklenfrei ist. Wére ein Zyklus enthalten,
wiirde das zu einem Widerspruch fiithren, da jeder Nachfolger im Zyklus groBer sein muss als
der bisherige Knoten. So miisste ein beliebiger Knoten im Zyklus grofler als sein Vorgidnger
sein. Diese Situation ist in Abbildung (I5)) dargestellt.
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Abbildung 15: Unmoglicher Hohenverlauf im Fall eines Zyklus im Dualgraphen.

2.1 Konfliktlésung

Die naiven Erdarbeiten, von welchen in der Heuristik ausgegangen wird, sind im Dualgraph
wiedererkennbar: Da die Arbeit an einer Linie immer in Richtung des schon bestehenden
Gefilles stattfindet, zeigen die Kanten direkt in Richtung der Erdarbeiten, die an jeder Linie
geplant waren. Fiir Knoten bedeuten eingehende Kanten zugeschaufelte, ausgehende Kanten
abgetragene Erde.

Knoten, welche sowohl eingehende als auch ausgehende Kanten haben, bergen Konflikte.
Knoten hingegen, die inzident ausschlieBlich zu entweder ein- oder ausgehenden Kanten sind,
ermoglichen Einsparungen bei beiden Erdarbeiten.

—>é>4— —_—

Abbildung 16: Konfliktfreier Knoten. Abbildung 17: Knoten mit konfliktdren
Kanten.

Eigenschaften eines konfliktfreien Graphen

Ein vollstindig konfliktfreier Graph besteht nur aus konfliktfreien Knoten: Jeder Knoten be-
sitzt entweder nur eingehende oder nur ausgehende Kanten. Die Ausrichtung der Kanten sei
dabei die Ausrichtung des Knoten. Zwei adjazente Knoten konnen durch eine Kante nicht
gleichzeitig eingehend oder ausgehend sein, d.h. adjazente Knoten besitzen stets verschiedene
Ausrichtungen. Der Graph ist demnach 2-knotenférbbar (sieche Abb. [I8).
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Abbildung 18: 2-Fiarbung eines konfliktfreien Graphen.

Kantendrehungen im konfliktiren Graphen

Um einen konfliktfreien Graphen ausgehend von einem konfliktdren Graphen zu erhalten,
miissen Kanten in ihrer Ausrichtung veridndert werden. Kehrt sich die Richtung einer Kante
(a,b) zur entgegengesetzten Kante (b,a) um, so sei die Kante gedreht.

Die Drehung einer Kante erfordert Erdarbeiten. Da das Gefélle umgekehrt wird, muss zusétz-
liche Arbeit verrichtet werden, um das vorherige Gefille auszugleichen, bevor das entgegen-
gesetzte Gefille geschaufelt wird. Das Ausgleichen der Differenz A kostet dabei %A, und das

Aufschaufeln der neuen Differenz 1 kostet % Somit gilt fiir die zusitzliche Erdarbeit d,, neben
der Erdarbeit w > %(1 —A) (vgl. Abschnitt (2.1)):

1
A+ —
+2

(14+A)

w46, =

v

1
S(1-8)+38,

v
S S S

(1+A)—%(1—A):A

Die zusitzlich benétigte Erdarbeit 6, fiir das Drehen einer Kante ist also mindestens so grof3
wie die anfdanglich vorhandene Differenz.

Es sind immer zwei verschiedene Firbungen moglich, die komplementir zueinander sind.
Je nach Firbung werden unterschiedliche Kanten gedreht, welche verschiedene Mengen an
Erdarbeit hinzufiigen. Es wird letztlich stets die Farbung gewihlt, die die geringere Summe an
zusitzlichen Arbeiten benotigt.

2.2 Bearbeitung des Brachlandes

Nachdem die 2-Fiarbung mit geringsten zusitzlichen Arbeiten unternommen wurde, sind alle
notwendigen Erdarbeiten bekannt: Jede Kante im konfliktfreien Dualgraph gibt eine Erdarbeit
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zwischen den Planquadraten der inzidenten Knoten in eine bestimmte Richtung an. Die Menge
an zu bewegender Erde ist abhingig davon, ob die Kante gedreht wurde oder nicht:

w 1
Wond = =—(1+A
end {w—|—5w 2( )

Die einzelnen Arbeiten werden sortiert nach abnehmender Erdmenge ausgefiihrt. Hierbei wer-
den mogliche Begiinstigungen ausgenutzt: Durch die 2-Farbung ist jeder Knoten eingehend
oder ausgehend. So steigt die Hohe eines eingehenden Knotens mit jeder Erdarbeit stetig an,
wihrend die Hohe eines ausgehenden Knotens fillt. Damit ist garantiert, dass ein eingehen-
der Knoten, nachdem er unter eine bestimmte Hohe wihrend den Erdarbeiten fillt, darunter
bleiben wird. Gleiches gilt umgekehrt fiir ausgehende Knoten. Diese Eigenschaft des konflikt-
freien Dualgraphen ist seine Invariante.

Ist durch vorherige Erdarbeiten die Differenz bereits vorhanden, die mit einer Erdarbeit ge-
schaffen werden sollte, kann diese ausgelassen werden. Durch die Invariante des Graphen
ist garantiert, dass nachfolgende Arbeiten die Differenz erhalten oder nur vergroBern, sodass
die entsprechende Linie kritisch bleibt: Erdarbeiten an Linien, welche durch vorherige Ar-
beit schon kritisch sind, konnen unter Erhaltung der Invariante des Dualgraphen ausgelassen
werden. Die ausgelassenen Erdarbeiten bedeuten Einsparungen in den Gesamtkosten. Sind
alle Erdarbeiten getitigt worden bzw. alle verbliebenen Erdarbeiten redundant, ist jede Linie
kritisch, und der geringste Pfad ist somit ein kritischer Pfad.

2 Bemerkungen zur Laufzeit

In einer ¢ x /-Matrix gibt es ¢> Planquadrate. In den im Abschnitt 2| beschriebenen Graphen
sind alle (¢4 1)? Eckpunkte bis auf die 2(#+ 1) Eckpunkte am Nord- und Siidrand als Knoten
enthalten:

n=(+1)2-2({+1)=(L+1)(£—1)

Nach Eulers Charakteristik fiir planare Grapherﬁ verhilt sich die Anzahl m von Kanten pro-
portional zu der Anzahl n von Knoten, da sich die Zahl der Planquadrate asymptotisch der
Zahl der Knoten annéhert. Fiir die Konstruktion des Graphen muss jeder Knoten und jede
Kante einmal bearbeitet werden, was &'(n+m) = O (n) Schritte erfordert.

Der kiirzeste Pfad enthélt im ungiinstigsten Fall alle n Knoten. Die 2-Féarbung betrachtet jeden
Knoten genau einmal, was &'(n) bedeutet. Die Konfliktlgsung betrachtet die Drehung jeder
Kante genau einmal, da eine Kante entweder in einer Firbung oder in ihrem Komplement
gedreht wird. Dafiir wird & (m) benétigt. Dies trifft auch auf die Bearbeitung zu, in der pro
Kante eine Erdarbeit getiitigt werden muss.

Da in allen Teilschritten das Finden des kiirzesten Pfades {iberwiegt, ergibt sich asymptotisch
eine Gesamtlaufzeit von &(n?), die fiir den Dijkstra-Algorithmus bekannte Laufzeit]|

SWolfram MathWorld, 2018. http://mathworld.wolfram.com/EulerCharacteristic.html
"Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Dijkstra- Algorithmus
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2 Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebnisse im Abschnitt[2] fiir die bereitgestellten Beispiele zeigen, dass die beschriebene
Heuristik fiir die Aufgabenlosung meist sehr hilfreich ist. Fiir das Beispiel wildschwein?2.txt
ist sogar die optimale Losung generiert worden: In jeder Spalte von Planquadraten von Nord
nach Siid muss mindestens einmal eine kritische Linie vorkommen, da sonst eine Passage fiir
die Wildschweine vorhanden ist. In diesem Beispiel sind alle Hohen gleich groB3, sodass das
Bauen einer kritischen Linie iiberall % kostet. Der kiirzeste Pfad in einem gleich gewichteten
Kantengraphen von Ost nach West ist eine Gerade. Da jede Linie im Pfad genau eine Spal-

te abdeckt, ist der Pfad optimal. Die gesamten Erdarbeiten ergeben sich aus der Anzahl von
Spalten ¢ multipliziert mit den Erdarbeiten pro Linie %

Diese Uberlegung ergibt auch eine allgemeine Obergrenze fiir Erdarbeiten. Jede Linie benotigt
maximal % Erdarbeiten, um kritisch zu werden. Wird ein Pfad als gerade Linie von West nach
Ost gezogen, so beinhaltet dieser ¢ Linien. So ist es immer moglich, einen kritischen Pfad mit
maximal %f Erdarbeiten zu konstruieren.

Je mehr Umwege und Wendungen der Pfad nimmt, desto groBBer werden Abhéngigkeiten zwi-
schen Erdarbeiten. Komplexere Abhingigkeiten werden durch die Konfliktlosung nur sub-
optimal gelost, da Kantendrehung hohere Kosten erzeugt. Allerdings kommt dies selten vor.
Der Grund dafiir ist, dass groBere Umwege pro Linie verhdltnisméBig weniger Kosten auf-
weisen. Da Erdarbeiten pro Linie mit % nach oben begrenzt sind, ist es in den meisten Fillen
giinstiger, die kiirzere Route zu wihlen. Da Umwege mehr Linien enthalten, bendtigen diese
weniger Erdarbeiten, um insgesamt kostengiinstiger zu sein. Demnach beinhalten Umwege
weniger Kosten, was enthaltene Konflikte weniger ins Gewicht fallen ldsst.

Abbildung 19: Abkiirzung statt Umwegen.

In Brachland mit stark variierenden Hohen der einzelnen Planquadrate schneidet die Heuristik
sehr gut ab, siehe hierzu die zufillig generierten Beispiele im Abschnitt Der geringste
Pfad nutzt die vorhandenen groen Gefille aus, sodass nur wenige zusétzliche Erdarbeiten
anfallen.

In Fillen, welche weder stark variierendes noch uniformes Brachland darstellen, treten die
Nachteile der Konfliktlosung zu Tage. Betrachtet man beispielsweise den geringsten Pfad zu
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wildschwein3.txt, soist ein Knick kurz vor dem Ostrand zu sehen. Der Pfad hitte auch
gerade bleiben konnen, da die Linie in Richtung Norden schon kritisch ist und 0 Erdarbeiten
erfordert. Dass dieser umstidndliche Weg genommen wurde, liegt allein an der Reihenfolge der
Kanten wihrend der Konstruktion des Graphen. Der direkte Weg hiitte diegleichen Kosten.

2 Ergebnisse

2.1 Vorgegebene Beispiele

Die Hohen der einzelnen Planquadrate sind in den folgenden Abbildungen als sogenannte
Heatmapsﬂ dargestellt, wobei hellere Farbtone hohere Erhebungen darstellen. Die rote Linie
zeigt die berechnete Losung fiir das jeweilige Beispiel, der Nordrand befindet sich jeweils
oben, der Siidrand unten.

wildschweinl.txt wildschwein?2.txt wildschwein3.txt

wildschweind.txt wildschweinb.txt

2.2 Zufallig generierte Beispiele

Es wurden zusitzlich zufillige Beispiele mit stark variierenden Hohen der einzelnen Planqua-
drate generiert. Dafiir wurden innerhalb von 20 x 20-Matrizen gleichverteilte, zufillige Hohen
aus dem Intervall [0; r] verwendet und verschiedene Parameter r angewandt.

8Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Heatmap
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2 Vergleich mit alternativen Ergebnissen

Ein alternativer Ansatz zur Losung der Aufgabe ist lineare Programmierung (LP)E| Hierbei
wird die Aufgabestellung als Optimierungsproblem mittels eines gemischt-ganzzahligen li-
nearen Programms, ein sogenanntes Mixed Integer Linear Program (MILP), fonnuliertm Ein
MILP beinhaltet sowohl Variablen fiir ganze Zahlen als auch fiir reelle Zahlen sowie eine
lineare Zielfunktion und lineare Ungleichungen, d.h. Nebenbedingungen mit den Variablen.
Die Zielfunktion wird unter Einhaltung der Nebenbedingungen optimiert. Zum Erstellen und
Losen linearer Programme gibt es seit vielen Jahren zahlreiche professionelle Softwarewerk-
zeuge wie z.B. CPLEXEl

Da wir eine Losung mittels linearer Programmierung von den Teilnehmerinnen und Teilneh-
mern nicht erwarteten, wird an dieser Stelle keine Alternativilosung mittels MILP niher erldu-
tert. Wir wollen nur die alternativen Ergebnisse, die mit einem derartigen MILP-Ansatz unter
Verwendung von CPLEX erreichbar sind (siehe Abb.[20/und Abb. [21), in der Tabelle 2 mit de-
nen der obigen, graphenbasierten Losung vergleichen. Die dritte Losung in der Tabelle [2] niitzt

YWikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Optimierung
10Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Ganzzahlige_lineare_Optimierung
"'IBM ILOG CPLEX Optimization Studio, 2018. http://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio
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Tabelle 2: Ergebnisse zu den fiinf vorgegebenen Beispielen basierend auf drei verschiedenen

Losungsansdtzen.

Beispiel MILP | Graph | Parallel-Graph
wildschweinl.txt | 6.064 | 6.931 6.287
wildschwein2.txt | 6.000 | 6.000 6.000
wildschwein3.txt | 3.075 | 3.625 3.075
wildschweind.txt | 3.451 | 3.635 3.517
wildschwein5.txt | 4.065 | 4.645 4.108

die Nebenldufigkeit der angewandten Algorithmen zu einer graphenbasierten Losung durch
entsprechende Parallelisierung und spart hierdurch weitere Zeit bei der Losungssuche.

Abbildung 20: CPLEX-Losung fiir das Beispiel wildschweinl.txt. Beachte, dass sich

der Nordrand aufgrund der perspektivischen Darstellung unten befindet, der
Siidrand oben.

Zu den fiinf vorgegebenen Beispieleingaben lisst sich Folgendes noch festhalten (siehe Abb.
20| und Abb. 21)); die Planquadrate sind rot gefirbt, wenn dort Erde hinzugefiigt wurde, und
griin, wenn Erde entfernt wurde:

wildschweinl.txt ist zusammen mit der Losung in der Abb. 20 gezeigt und ist ein
Brachland mit zwei spitzen Hiigeln.

wildschwein2.txt ist vollkommen flach (Abb. 21)), daher ist natiirlich die beste
Losung einfach zu sehen, ndmlich ein Gerade von links nach rechts.

wildschwein3.txt ist ebenfalls ein recht kiinstliches Brachland, bei welchem die
beste Losung einfach zu sehen ist (Abb. 21).

wildschwein4.txt istrelativ flach mit zufélligen lokalen Erhohungen und Vertie-
fungen (Abb. 21).

wildschwein5.txt ist eine wellenférmige Landschaft (Abb. [21]).
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Abbildung 21: CPLEX-Losungen fiir die Beispiele wildschwein2.txt  bis
wildschwein5.txt. Beachte, dass sich der Nordrand aufgrund der
perspektivischen Darstellung unten befindet, der Stidrand oben.

Die Beispiele wildschwein2.txt und wildschwein3.txt wurden mittels MILP so-
gar exakt gelost. CPLEX kam bei den anderen Beispielen jedoch oft zu keinem Ende und
gab jeweils die beste, bisher dahin gefundene Losung nach Abbruch der stundenlangen Suche
aus.

2 Bewertungskriterien

* In der Einsendung sollte das Problem sinnvoll und richtig definiert und modelliert wer-
den, so dass ersichtlich wird, dass es in allen Einzelheiten verstanden wurde.

* Die Laufzeit des Verfahrens sollte in einem angemessenen Rahmen liegen, und die vor-
gegebenen Beispiele sollten alle schnell verarbeitet werden.

* Die angewandten Erdarbeiten miissen immer zu einer korrekten Losung fiihren; das
Brachland soll nach der Ausfiihrung aller Erdarbeiten fiir die Wildschweine unpassier-
bar sein.

* Die Optimalitit einer gefundenen Losung wird nicht erwartet. Falls ein garantiert opti-
males Verfahren entwickelt und realisiert wurde, gibt es dafiir Pluspunkte.

* Die Ergebnisse des Verfahrens sollten in den meisten Fillen gut sein und etwa die im
Abschnitt 2] aufgefithrten Werte erreichen; dementsprechend sollten die Kosten ange-
wandter Erdarbeiten nicht durch offensichtliche Anderungen verbessert werden konnen.

* Man konnte sich detailliert Gedanken zu lokal guten Erdarbeiten machen, indem man
nach der Umgebung und den moglichen Hohenunterschieden Fille unterscheidet. Da
dies sehr aufwéndig und schwierig ist, wird dies bei der Bewertung beriicksichtigt.

 Falls Optimalitdt der umgesetzten Methode behauptet wird, muss dies gut begriindet
werden. Ansonsten muss hervorgehoben werden, dass das Problem nicht optimal oder
nur langsam gelost wird und die Grenzen des Verfahrens aufgezeigt werden; dafiir ist
die Darstellung an eigenen Beispielen sinnvoll.

* Das implementierte Verfahren soll nachvollziehbar beschrieben und durch Beispiele
veranschaulicht sein. Die Funktionsweise und Richtigkeit verwendeter bekannter Al-
gorithmen muss gut dargestellt werden, so dass erkennbar ist, dass diese komplett ver-
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standen wurden. Bei der Verwendung von MILP-Softwarewerkzeugen gilt das nur ein-
geschrinkt; hier geniigt ein passender Verweis.

Alle fiinf vorgegebenen Beispiele miissen bearbeitet werden und die jeweiligen Ergeb-
nisse in der Dokumentation enthalten sein. Das vorgegebene Eingabeformat muss kor-
rekt verarbeitet werden.

Ein sinnvolles Format fiir die Ausgabe war selbst zu bestimmen. In der Aufgabenstel-
lung wird nach den Erdarbeiten gefragt. Daher geniigt es nicht, nur die modifizierten
Hohen der Planquadrate auszugeben. Die Kosten fiir die errechneten Erdarbeiten soll-
ten leicht ablesbar sein.

Eine mogliche Erweiterung der Aufgabenstellung wire zum Beispiel, die Menge an Er-
de, die von jedem Planquadrat abgetragen werden darf, beispielsweise durch seine Hohe
zu beschrinken. Denkbar ist auch, kompliziertere Kostenfunktionen fiir die Erdarbeiten
oder eine weitere Methode zur Blockade der Wildschweine einzufiihren, die sich anders
auf umgebende Planquadrate auswirkt. Eine einfache Moglichkeit hierfiir wiren zum
Beispiel Zidune, die dann keinerlei Einfluss auf die Hohe der anliegenden Planquadrate
hitten.
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Aufgabe 3: Quo vadis, Quax?

Diese Aufgabe ermoglicht viele methodische Herangehensweisen und Erweiterungen der Auf-
gabenstellung. Auf den ersten Blick in die Algorithmen-Literatur féllt auf, dass die Aufgaben-
stellung dem Problem des sogenannten Motion Plannin in der Robotik dhnelt, das auch als
Teilgebiet der Computational Geometry (Algorithmischen Geometrie) bekannt istE-I Hierbei
geht es um die Bewegung eines Roboters (statt eines Menschen) durch einen Raum oder eine
Landschaft von einem Startpunkt S zu einem Zielort T der Stadt, ohne mit Hindernissen zu
kollidieren. Zur Aufkldrung einer unbekannten Landschaft fiir die autonome Navigation ei-
nes oder mehrerer Roboter (allg. unmanned ground vehicles, UGVs) werden tatsdchlich seit
einigen Jahren auch Quadkopter (allg. unmanned aerial vehicles, UAVs) mit entsprechenden
Sensoren eingesetzt

Zur Losung des Problems mittels des Robotik-Ansatzes kann man ein Gitter mit einer be-
stimmten Rasterauflosung verwenden, in dem sich der Roboter an jedem Gitterpunkt zu be-
nachbarten Gitterpunkten bewegen darf. Die Robotergestalt ist oft entweder nur durch einen
Punkt oder durch ein Polygon im zweidimensionalen Raum reprisentiert, die Hindernisse
sind meist durch Polygone umgrenzt (ggf. wird ein sogenannter Sichtbarkeitsgraph der Hin-
dernisse verwende@). Dieser gitterbasierte Ansatz erfordert eine bestimmte Rasterauflosung,
wobei natiirlich die Suche mit groberen Gittern schneller ist. Bei einer nur groben Rasterauf-
losung besteht aber auch die Gefahr, dass dieser Ansatz keine Wege durch enge Stellen findet.
Zur Bestimmung der Hindernisse konnte man zudem auf die Idee kommen, das sogenannte
Connected-Component Labelingm auf die bindre Landschaft mit Planquadraten entweder fiir
Land oder Wasser anzuwenden.

Insgesamt wiirde es jedoch den Umfang dieser Dokumentation sprengen, all die unterschiedli-
chen moglichen Ansitze aus der Robotik im Detail anzusprechen. Deshalb werden wir uns im
Folgenden auf eine einzelne exemplarische Losung beschrinken, die zudem — wie die meis-
ten Wettbewerbseinsendungen — einen anderen Losungsansatz mittels eines Quaterndrbaums
ohne Anlehnung an die Robotik wihlt. Ein wichtiger Gedanke zur Losung der Aufgabe ist
hierbei, dass nicht wie beim Motion Planning iiblich der kiirzeste Weg gesucht ist, sondern es
im Prinzip fiir eine akzeptable Losung geniigt, mindestens einen Weg beliebiger Linge vom
Startstandort S von Quax zur Stadt T zu finden.

3.1 Losungsidee

Ein Quaterndrbaum (,,Quadtree®) ist in der Informatik eine spezielle Baum-Struktur, in der
jeder innere Knoten bis zu vier Kinder haben kan Das Wort ,,Quadtree* leitet sich von
der Zahl der Kinder eines inneren Knoten ab (quad (vier) + tree (Baum) = Quadtree). Ein

2Wikipedia, 2018. http://en.wikipedia.org/wiki/Motion_planning

3Steven S. Skiena: The Algorithm Design Manual, 1998. http://www?3.cs.stonybrook.edu/~algorith/files/
motion-planning.shtml

“Beispielartikel: M. Garzon, J. Valente, D. Zapata und A. Barrientos: An aerial-ground robotic system for
navigation and obstacle mapping in large outdoor areas, Sensors, 2013. http://doi.org/10.3390/s130101247

SWikipedia, 2018. http://en.wikipedia.org/wiki/Visibility_graph

16Wikipedia, 2018. http://en.wikipedia.org/wiki/Connected-component_labeling

7Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Quadtree
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Bindrbaum ist eng verwandt mit einem Quaternidrbaum, jedoch hat jeder innere Knoten eines
Binidrbaums nur bis zu zwei Kinder 18]

Der Quaternidrbaum wird hauptsichlich zur Organisation zweidimensionaler Daten im Bereich
der Computergrafik eingesetzt. Die Wurzel des Baums représentiert dabei eine quadratische
Flache. Diese wird rekursiv in je vier gleich groBe Quadranten zerlegt, bis die gewiinschte
Auflosung erreicht ist und die Rekursion in einem Blatt endet. Durch rekursive Anwendung
dieser Zerteilung kann die vom Wurzelknoten reprisentierte Fliche beliebig fein aufgelost
werden.

Da ein Blatt unter Umsténden eine verhiltnisméfig grole Flache abdecken kann, ist die Daten-
struktur relativ speichersparend?] sowie besonders schnell nach einem Knoten durchsuchbar,
der einen bestimmten Punkt der Landschaft beinhaltet.

3.2 Teilaufgabe (a): Wegfindung durch die Landschaft

Ein beliebiger Weg in der Landschaft wird als eine Kette direkt benachbarter Planquadrate
der kleinsten Seitenldnge 10 m definiert, so dass jeweils von einem Planquadrat auf eines
der maximal vier direkt benachbarten Planquadrate (im Norden, Osten, Siiden und Westen)
gewechselt wird. Jedes Planquadrat der Seitenldnge 20 m kann laut Aufgabenstellung einen
von drei moglichen Geldndewerten als Ergebnis eines Flugs annehmen: ,,Wasser* (W), ,,Land*
(L) oder ,,gemischt* (G). Zu Beginn sind alle Planquadrate, mit Ausnahme der beiden Land-
Planquadrate der Seitenldnge 10 m an den Standorten S und T von Quax bzw. der Stadt, noch
,.2unerkundet® (U).

Als Sonderfall ist bei der Ermittlung eines tatsdchlich gangbaren Weges zwischen S und T
die mogliche mittige Lage zweier benachbarter Wasser-Planquadrate der Seitenldnge 10 m
zu beriicksichtigen, die sich aus zwei benachbarten Planquadrate der Seitenlinge 20 mit je-
weils gemischtem Geldnde ergeben kann (siehe Abb. 22)). Zwei aneinander grenzende Wasser-
Planquadrate der Gesamtlinge 20 m konnen von Quax nicht durchschwommen werden. Jeder
gangbare Weg aus Planquadraten der Seitenldinge 10 muss daher innerhalb einer Kette iiber-
lappender Planquadrate der Seitenlinge 20 m mit dem Geldndewert ,,.L* oder ,,G* verlaufen,
um auch den Sonderfall zu beriicksichtigen.

Das Ergebnis einer Wegsuche zwischen S und T ist also letztlich nicht ein Pfad der Breite
10 m, sondern der Breite 20 m aus Planquadraten der Seitenlinge 20 m. Die Weglédnge ist
im Folgenden die Anzahl der benachbarten Planquadrate der Seitenldnge 20 m entlang des
Pfades, die nirgends iiberlappen.

Zur Wegbestimmung von S nach T im von der Landschaft abgeleiteten Gitter von Planquadra-
ten, der Landschaftsmatrix, wird eine verallgemeinerte Variante des Dijkstra—Algorithmu@
fiir kiirzeste Wege in der Ebene als heuristischer A*—Suchalgorithmu@ verwendet, um einen

8Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Binirbaum

“Demo zur Bildkompression mittels eines Quaternirbaums: http://www.michaelfogleman.com/static/quads/
2OWikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Dijkstra- Algorithmus

2'Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/A*- Algorithmus
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Abbildung 22: Sonderfall der mittigen Lage einer Wasserflache, die von Quax aufgrund der
Breite von 20 m nicht iiberquert werden kann.

(moglichst kurzen) Weg zu finden. El Beachte jedoch, dass es zur Erfiillung der Aufgabenstel-
lung geniigen wiirde, einen Weg beliebiger Linge (und nicht einen moglichst kurzen Weg aller
moglichen Wege) zu finden. Beim A*-Suchalgorithmus wird die Suche durch eine Funktion
gesteuert, welche die Entfernung von der aktuellen Situation zu einem Ziel absch'aitztl?l

Sie liefert ein Prioritédtskriterium fiir die Prioritidtswarteschlange (,,Priority Queue*) der dem-
nichst zu besuchenden Zustédnde (hier: die zu besuchenden Wegpunkte). In dieser Losung ist
dieses Kriterium die Summe aus der bisherigen Wegstrecke zum jeweiligen Punkt P und der
minimalen Entfernung des Wegpunktes P zum Ziel T, d.h. die L'-Norm-Distanz (auch als
,,Manhattan-Distanz* bekannt) zwischen P und T.

Die verwendete Landschaftsmatrix enthilt an den jeweiligen x- und y-Koordinaten jedoch
nicht den Geldndewert des entsprechenden Planquadrats der kleinsten Seitenldnge 10 m, son-
dern des Planquadrats der Seitenlidnge 20 m. Jedes Planquadrat der Seitenldnge 20 m besteht
weiter aus vier Unterplanquadraten (,NW*, ,NO%, , SO, ,,SW*) der kleinsten Seitenlinge 10
m, so dass die Koordinaten des jeweiligen NW-Unterplanquadrats das dazu gehorige Planqua-
drat bestimmen. In dieser Landschaftsmatrix l1duft die A*-Wegsuche von S aus ab, nachdem
die Matrix mit den Ergebnissen bereits durchgefiihrter Fliige gefiillt wurde und noch unerkun-
dete Planquadrate (also mit noch unbekannten Gelidndewerten) als undurchquerbar angenom-
men werden.

Hierbei kann entweder mindestens ein gangbarer Weg beliebiger Lange von S nach T ge-
funden werden oder es ist im Weiteren erst noch zu klédren, ob es tatsidchlich keinen Weg
zwischen S und T gibt — oder die Landschaft erst noch weiter durch zusitzliche Fliige erkun-
det werden muss, um eine Entscheidung iiber die Existenz eines moglichen Weges treffen zu
konnen. Zur Klidrung der letzteren Frage wird dieselbe, zuvor erfolglose A*-Wegsuche von
S aus nochmals auf die bereits vorhandene Landschaftsmatrix angewandt, dieses Mal jedoch
unter der Hypothese, dass alle noch unerkundeten Planquadrate eine Uberquerung durch Quax
erlauben, obgleich ihre konkreten Geldndewerte noch unbekannt sind. Hierfiir wird allen noch

22Wikipedia, 2018. GIF-Animation des A*-Suchalgorithmus: http://de.wikipedia.org/wiki/A*- Algorithmus#
/media/File: Astar_progress_animation.gif
“3Visuelle A*-Wegsuche mit Kostenfunktion: http://www.geosimulation.de/methoden/a_stern_algorithmus.htm
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unerkundeten Planquadraten der Gelandewert ,,.L*“ spekulativ in der Landschaftsmatrix zuge-
wiesen. Nur wenn diese A*-Wegsuche in der hypothetischen Landschaft erfolgreich einen
moglichen Weg zwischen S und T findet, kann sich eine weitere Erkundung der Landschaft
mit Fliigen lohnen. Ansonsten ist definitiv klar geworden, dass es keinen Weg zwischen S und
T geben kann und sich zusitzliche Fliige nicht lohnen werden. (Natiirlich konnten beide A*-
Wegsuchen auch miteinander integriert werden, so dass letztendlich nicht zwei Durchléufe,
sondern nur ein Durchlauf benétigt wird. Allerdings ist die programmiertechnische Umset-
zung dann komplizierter.)

Im Ubrigen konnte man die Wegsuche sowohl vom Startpunkt als auch vom Endpunkt be-
ginnend gleichzeitig durchfiihren (sogenannte birektionale SucheE]); sobald sich die Wege
kreuzen, hitte man eine Losung des Problems gefunden. Auch wenn dies die Komplexitét der
Programmentwicklung erhohen wiirde, wire die beidseitige Suche fiir die tiblichen Computer-
prozessoren (CPUs) mit mehreren Kernen (Cores) mittels Nebenldufigkeit (Threads) durchaus
umsetzbar.

3.3 Teilaufgabe (b): Strategie zur Minimierung der Fluganzahl

Diese Teilaufgabe besteht vor allem im Finden einer effizienten Strategie, den beschidigten
Quadcopter moglichst wenige Fliige zur Erkundung der Landschaft machen zu lassen. Im
Folgenden konzentrieren wir uns auf den (Bereichs-)quaterndrbaum, der eine Aufteilung der
zweidimensionalen Landschaft darstellt und sie rekursiv jeweils in vier gleich groB3e Unter-
quadrate (Bereiche) zerlegt. Jeder Knoten in dem Baum hat entweder genau vier Kinder oder
gar keine (Blattknoten). (Der Bereichsquaterndrbaum ist somit auch eine Art von Trie@

Ein Bereichsquaternidrbaum mit einer Tiefe von n kann benutzt werden, um eine Landschaft
aus 2n x 2n Planquadraten darzustellen, wobei jedes Planquadrat der Seitenldnge 20 m die drei
moglichen Geldandewerte als Ergebnis eines Flugs annehmen kann: ,,Wasser* (W), ,,.Land*
(L) oder ,,Gemischt* (G). Der Wurzelknoten reprasentiert die gesamte Landschaft. Sofern
in dem einem Knoten zugeordneten Unterquadrat nicht die komplette Landschaft einheitlich
mit Wasser oder Land bedeckt ist, wird dieser Bereich weiter rekursiv unterteilt (siche Abb.
[23). Jeder Knoten des Bereichsquaterndrbaum reprisentiert somit das Sensorergebnis eines
Fluges, wobei er die x- und y-Koordinaten der jeweils oberen linken Ecke des Fluges bzw.
des betreffenden Quadrats enthilt. Der positive x-Achsenabschnitt verlduft von Westen nach
Osten (von links nach rechts) und der positive y-Achsenabschnitt von Norden nach Siiden (von
oben nach unten).

Die entsprechend wichtigste Methode zur Losung dieser Teilaufgabe nimmt die ganzzahligen
x- und y-Koordinaten eines auf dem Weg zum Ziel anvisierten Punktes der Landschaft als Ein-
gabe entgegen und unternimmt solange Fliige dorthin, bis der Geldndewert des entsprechenden
Planquadrats ermittelt ist. Als Ausgabe liefert die Methode die Ergebnisse der durchgefiihr-
ten Fliige in einer Liste, die wiederum zur jeweiligen Aktualisierung der zweidimensionalen
Landschaftsmatrix dient.

2*Wikipedia, 2018. http://en.wikipedia.org/wiki/Bidirectional_search
ZSWikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/Trie
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Abbildung 23: Aufteilung der Quadrate des Quaterndrbaums in jeweils vier Unterquadrate.

In der Methode wird wie folgt mittels des Bereichsquaterndrbaums vorgegangen: Falls der ge-
wiinschte Punkt in dem zu einem Knoten gehorigen Geldnde liegt, ist man fertig und braucht
keinen Flug durchfiihren. Andernfalls sucht man rekursiv mit der Wurzel des Baums begin-
nend den nichsten Knoten auf, in dessen Quadrat der Punkt lieg@ Die Rekursion ist beendet,
wenn der Geldndewert entweder eindeutig ermittelt ist (,, W* oder ,,L.*) oder das dem Knoten
entsprechende Quadrat nur mehr eine Seitenlidnge von 20 m hat, d.h. ein Blattknoten erreicht
wurde. Die Anzahl der notwendigen Fliige ergibt sich somit aus der Rekursionstiefe (Anzahl
von Rekursionen).

Die A*-Wegsuche mittels einer Prioritdtswarteschlange hat bekanntlich eine asymptotische
Laufzeitkomplexitit von & (n*logn) (unter der Annahme einer relativ quadratischen Land-
schaftsgrofle mit n ~ m)@Hinzu kommt die Verwendung des Quaternirbaums mit &'(n?), was
jedoch an der durch den A*-Algorithmus bestimmten Gesamtkomplexitit theoretisch nichts
dndert.

3.4 Teilaufgabe (c): Implementierung der Strategie

Die in Teilaufgabe (b) beschriebene Strategie wurde so umgesetzt und ein Programm ent-
wickelt, das die Landschaft als Pixelbild einliest. Rechteckige Landschaftsformen, die nicht
quadratisch sind, werden ganz zu Beginn entsprechend durch Wasserflachen am Rand zu qua-
dratischen Landschaften ergénzt. Die dann quadratischen Landschaften werden gegebenen-

ZInteraktive Demos zur Visualisierung eines Quadtree-Search sind http://jimkang.com/quadtreevis/ und http:
/fbl.ocks.org/mbostock/4343214
“"Wikipedia, 2018. http://de.wikipedia.org/wiki/A*- Algorithmus
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Beispiel | Ausgabenummer | Start |  Ziel | Fluganzahl | Pfadlinge |
quax1 1 (510;914) (226; 148) 9 524
quax1 2 (1454;948) | (226; 148) 1850 1177
quax1 3 (1582;328) | (226; 148) 281 0
quax2 1 (614, 926) (580; 888) 13057 2404
quax2 2 (844, 66) (580; 888) 1183 866
quax2 3 (844; 66) (580; 888) 1183 866
quax2 4 (844; 66) (580; 888) 1183 866
quax2 5 (844, 66) (580; 888) 1183 866
quax2 6 (1384; 726) | (580; 888) 12541 2578
quax2 7 (1514;582) | (580; 888) 159 0
quax3 1 (16; 58) (1018; 808) 2091 1051
quax3 2 (22; 566) (1018; 808) 9392 892
quax3 3 (390; 1124) | (1018; 808) 10266 1309
quax3 4 (726; 120) | (1018; 808) 390 525
quax3 5 (1070; 828) | (1018; 808) 230 0
quax3 6 (1584; 1098) | (1018; 808) 1640 665
quax3 7 (1802; 74) (1018; 808) 2212 1078
quax3 8 (1898;590) | (1018; 808) 1952 834

Tabelle 3: Statistik zu den drei fiir die Aufgabe vorgegebenen Beispielen.

falls nochmals mittels zusitzlicher Wasserflichen am Rand erweitert, so dass die Seitenlinge
der gesamten Landschaft eine Zweierpotenz ist; so ldsst sich die Groe der jeweiligen Un-
terquadrate einfach durch Halbierung der Seitenldnge erreichen. Auflerdem konnte man eine
Flugverbotszone fiir die ergidnzten Wasserflachen festlegen; falls der anvisierte Punkt darin
liegen wiirde, wiirde in diesen Wasserflachen nicht unniitze Zeit mit Landsuche vergeudet
werden.

Die fiir die Wege gefundenen Losungen werden als animierte GIF-Bilder mit transparenten
Quadraten fiir die Fliige abgespeichert sowie Statistikdaten tiber die Fliige und Weglingen als
Text ausgegeben

In der Tabelle [3]sind die Anzahl der Fliige und die jeweilige Weglidnge unserer Losungen fiir
die drei Beispiel-Landschaften mit verschiedenen vorgegebenen Startpunkten enthalten.

3.5 Teilaufgabe (d): Diskussion der Wasserverteilungen

Bei einer eher unnatiirlichen Landschaften mit zahlreichen, zuféllig verteilten, kleinen Was-
serlochern (bzw. wie bei einem weit verzweigten Irrgarten/Labyrint@ statt weniger, groi3-
flachiger Fliisse und Seen werden viele Fliige benotigt werden, um die Landschaft aufgrund
der zufilligen Verteilung der vielen Wasserlocher im Detail zu erkunden. Hierbei wird ein

Z8Siehe https://bwinf.de/bundeswettbewerb/der-aktuelle- wettbewerb/2-runde/material- 362/
P Beispiel eines verzweigten Irrgartens: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/df/
ZweiWegelrrgarten.png
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relativ umfangreicher Quaterndrbaum erzeugt. Auch bei einer schachbrettartigen Verteilung
von zahlreichen Wasserlochern und Land oder bei sich abwechselnden langen, engen Strei-
fen von Wasser und Land mit feinen Strukturen sind relativ viele Fliige zu erwarten, da die
Landschaft fiir die Wegsuche mit hoher Auflosung aufgekliart werden muss. Allgemein ist
festzuhalten, dass das vorgestellte Verfahren vor allem dann nur wenige Fliige benétigt, wenn
es groBBe Land- und Wasserflichen gibt und nur wenige, einfach strukturierte Hindernisse fiir
die Wegsuche; dann besteht der Quaterndrbaum schlielich nur aus wenigen Knoten.

3.6 Anhang: Generierung einer zufalligen Landschaft

Eine zufillige Landschaft lisst sich leicht um ein beliebiges Startquadrat der Seitenldnge 20 m
generieren mit initial zufilligen Geldndewerte fiir jedes der vier Planquadrate der Seitenldnge
10 m. Hierfiir werden spiralformig im (oder gegen) den Uhrzeigersinn die nichstbenachbarten
Quadrate um das Startquadrat herum erginzt, zunéchst sind dies acht zu ergiinzende Randqua-
drate. Hierbei wird dem jeweiligen neuen Randquadrat der Seitenlinge 10 m mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit w derselbe Geldndewert Land (bzw. 1 —w fiir Wasser) zugewiesen wie
dem jeweils innen liegenden Quadrat, um groBere zusammenhéngende Landschaftsflichen mit
demselben Geldndewert zu erreichen.

Dem verbleibenden vier neuen d@uB3eren Quadrate, die jeweils diagonal in einer der vier Ecken
liegen, wird wie folgt ein Geldndewert zugewiesen: Wenn die beiden benachbarten neuen Qua-
drate, die beide nicht in Ecken liegen, Land oder Wasser beinhalten, dann ist das jeweilige neue
Eckquadrat mit einer Wahrscheinlichkeit w wieder Land (bzw. 1 — w fiir Wasser). Wenn die
beiden benachbarten Quadrate nicht denselben Geldndewert haben, dann ist das Eckquadrat
mit der Wahrscheinlichkeit p Land (bzw. 1 — p Wasser).

3.7 Bewertungshinweise

* In der Einsendung sollte das Problem sinnvoll und richtig definiert und modelliert wer-
den, so dass ersichtlich wird, dass es in allen Einzelheiten verstanden wurde. Ein gang-
barer Weg fiir Quax zur Stadt muss sinnvoll definiert sein.

* Die ermittelten Wege miissen immer eine korrekte Losung darstellen. Falls es einen Weg
gibt, soll auch einer gefunden werden.

* Der Sonderfall des mittigen Wassers auf einem Weg sollte angesprochen und behandelt
werden.

* Die Erkundung und Wegbestimmung sollten nicht unnétig aufwindig sein und eine ak-
zeptable Laufzeit haben. Die vorgegebenen Beispiele sollten rasch innerhalb weniger
Sekunden bzw. Minuten verarbeitet werden konnen.

* Sollte der fiir Teilaufgabe (a) erlduterte zweite Durchlauf einer Wegsuche nach erfolg-
loser erster Wegsuche nicht in der Losung der Aufgabe enthalten sein, gibt es hierfiir
kaum Minuspunkte, da dies fiir den Rest der Aufgabe nicht relevant war.
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Die in Teilaufgabe (b) beschriebene und in (c) realisierte Strategie sollte sinnvoll sein.
Die Ergebnisse des entsprechenden Verfahrens sollten in den meisten Fillen eine akzep-
table Fluganzahl beinhalten und sich an den in der Tabelle [3|fuir die Beispiele enthalte-
nen Anzahlen orientieren.

Teilaufgabe (d) sollte sinnvoll und nicht zu knapp beantwortet werden.

Vertiefte Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen und konkrete Wahrscheinlichkeitsberechnun-
gen werden belohnt, z.B. dass hohere Fliige mit rasch ansteigender hoherer Wahrschein-
lichkeit meist nur mehr einen gemischten Gelidndewert liefern.

Die Optimalitédt der Losung wird weder in der Anzahl der Fliige noch bei der Wegléinge
erwartet. Es sollte hervorgehoben werden, dass das Problem nicht optimal geldst wird,
und die Grenzen des Verfahrens sollten aufgezeigt werden.

Die Funktionsweise und Richtigkeit der verwendeten Algorithmen muss gut erklért wer-
den, sodass erkennbar ist, dass diese komplett verstanden wurden. Das vorgegebene
Eingabeformat muss korrekt verarbeitet werden.

Fiir die Implementierung des Quaterndrbaums und der Priorititswarteschlange darf auf
bereits vorhandenen Quellcode aus externen Quellen zuriickgegriffen werden. Aller-
dings sollte klar dokumentiert sein, warum der externe Quellcode seinen Zweck korrekt
erfiillt, da es vielerlei Implementierungen eines Quaterndrbaums mit teils unterschiedli-
cher Funktionsweise im Detail je nach Anwendungsgebiet gibt.

Alle vorgegebenen Beispiele miissen verarbeitet werden und die jeweiligen Ergebnis-
se in der Dokumentation enthalten sein. Falls einzelne der in den drei Beispieldaten
enthaltenen Startpunkte iibersehen werden, ist das kein gro3es Problem.

Zum Aufzeigen korrekter Implementierungen und Grenzen des vorgestellten Algorith-
mus ist die Darstellung von Ergebnissen anhand weiterer eigener Beispiele sinnvoll.

Eine sinnvolle Ausgabe fiir Teilaufgabe (c) war selbst zu bestimmen, aber zumindest
sind die Anforderungen der Aufgabenstellung zu erfiillen: Es soll eine Darstellung der
Landschaft ausgegeben werden, in denen die getesteten Gebiete mit der jeweiligen Er-
gebnissen eingetragen sind und ein Weg erkennbar ist, falls vorhanden. Besonders ge-
lungene Ausgaben werden belohnt (z.B. animierte GIF-Bilder). Die Anzahl der Fliige
und die jeweilige Rechenzeit sollte ebenfalls ausgegeben werden, schon wire auch die
Angabe der Weglinge zur Stadt.

Es sind viele Erweiterungen der Aufgabenstellung moglich, insbesondere falls tiber die
Landschaft weitere Informationen vorliegen. Mit Hohenangaben fiir die Landflichen
und einer maximalen Flughohe des Quadkopters kann die Landschaftserkennung er-
schwert werden, ebenso durch weitere Hindernisse.
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