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Allgemeines

Grundsatzliches

Es ist immer wieder bewundernswert, wie viele Ideen, wie viel Wissen, Fleif3 und Durchhalte-
vermdogen in den Einsendungen zur 2. Runde eines Bundeswettbewerbs Informatik stecken. Um
aber die Allerbesten fiir die Endrunde zu bestimmen, miissen wir die Arbeiten kritisch begutach-
ten und hohe Anforderungen stellen. Deswegen sind Punktabziige die Regel und Bewertungen
mit Pluspunkten iiber die Erwartungen hinaus die Ausnahme.

Spannende bzw. schwierige Erweiterungen der Aufgabenstellung sind immer einige Extrapunk-
te wert, wenn sie auch praktisch realisiert wurden. Intensive theoretische Uberlegungen der In-
formatik wie z.B. ein korrekter Beweis zur Komplexitit des Problems werden ebenfalls mit
zusitzlichen Punkten belohnt. Weitere Ideen ohne Implementierung und geringe Verbesserun-
gen der bereits implementierten Losung einer Aufgabe gelten allerdings nicht als geeignete
Erweiterungen.

Wie auch immer Thre Einsendung bewertet wurde, lassen Sie sich nicht entmutigen! Allein
durch die Arbeit an den Aufgaben und ihren Losungen hat jede Teilnehmerin und jeder Teilneh-
mer einiges gelernt; diesen Effekt sollten Sie nicht unterschitzen. Selbst wenn Sie zum Beispiel
aus Zeitmangel nur die Losung zu einer Aufgabe einreichten, so erhielten Sie eine Bewertung
Ihrer Einsendung, die Thnen bei der Anfertigung kiinftiger Losungen hilfreich sein kann.

Bevor Sie sich in die Losungshinweise vertiefen, lesen Sie bitte kurz die folgenden Anmerkun-
gen zu den Einsendungen und beiliegenden Unterlagen durch.

Bewertungsbogen

Aus der ersten Runde oder auch aus fritheren Wettbewerbsteilnahmen kennen Sie den Bewer-
tungsbogen, der angibt, wie Ihre Einsendung die einzelnen Bewertungskriterien erfiillt hat.
Auch in dieser Runde konnen Sie den Bewertungsbogen im Anmeldesystem PMS einsehen.
In der ersten Runde ging die Bewertung noch von 5 Punkten aus, von denen bei Miéngeln dann
abgezogen werden konnte. In der 2. Runde geht die Bewertung von zwanzig Punkten aus (es
gibt nur ganze Punkte, keine halben). Im Vergleich zur 1. Runde gibt es deutlich mehr Bewer-
tungskriterien, bei denen Punkte abgezogen oder auch hinzuaddiert werden konnten.

Terminlage

Fiir Abiturienten ist der Terminkonflikt zwischen Abiturvorbereitung und zweiten Runde sicher
nicht ideal. Doch leider bleibt uns nur die erste Jahreshilfte fiir die zweite BwInf-Runde: In
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der zweiten Jahreshilfte lauft ndmlich die zweite Runde des Mathematikwettbewerbs, dem wir
keine Konkurrenz machen wollen. Aber: die Bearbeitungszeit fiir die zweite BwInf-Runde be-
tragt etwa vier Monate. Frithzeitig mit der Bearbeitung der Aufgaben zu beginnen ist der beste
Weg, zeitliche Engpisse am Ende der Bearbeitungszeit gerade mit der wichtigen, ausfiihrlichen
Dokumentation der Aufgabenldsungen zu vermeiden.

Einige Aufgaben in der zweiten Runde sind oft deutlich schwerer zu 16sen, als sie auf den ersten
Blick erscheinen mogen. Erst in der konkreten Umsetzung einer Losungsidee stot man manch-
mal auf weitere Besonderheiten bzw. noch zu 16sende Schwierigkeiten, was dann zusitzlicher
Zeit bedarf. Daher ist es sinnvoll, beide einzureichende Aufgaben nicht nacheinander, sondern
relativ gleichzeitig zu bearbeiten, um nicht vom zeitlichen Aufwand der jeweiligen Aufgabe un-
angenehm kurz vor Ablauf der Bearbeitungszeit iiberrascht zu werden und keine vollstindige
Losung mehr zu schaffen.

Dokumentation

Es ist sehr gut nachvollziehbar, dass Sie Thre Energie bevorzugt in die Losung der Aufgaben,
die Entwicklung Ihrer Ideen und deren Umsetzung in Software flieBen lassen. Doch ohne eine
verstindliche Beschreibung der Losungsideen und ihrer jeweiligen Umsetzung, eine iibersicht-
liche Dokumentation der wichtigsten Komponenten Ihrer Programme, eine geeignete Kommen-
tierung der Quellcodes und eine ausreichende Zahl sinnvoller Beispiele (die die verschiedenen,
bei der Losung des Problems zu beriicksichtigenden Fille abdecken) ist eine Einsendung nur
wenig wert.

Bewerterinnen und Bewerter konnen die Qualitit Ihrer Aufgabenlosungen nur anhand dieser
Informationen verniinftig einschitzen. Méngel in der Dokumentation der Einsendung konnen
nur selten durch das konkrete Uberpriifen der Ergebnisse der Programme durch die Bewerterin
oder den Bewerter etwas ausgeglichen werden — wenn diese denn iiberhaupt ausgefiihrt wer-
den konnen: Hier gibt es gelegentlich Probleme, die meist vermieden werden konnten, wenn
Losungsprogramme vor der Einsendung nicht nur auf dem eigenen, sondern auch einmal auf
einem fremden Rechner hinsichtlich Lauffidhigkeit getestet wiirden. Insgesamt sollte die Erstel-
lung der Dokumentation die Programmierarbeit begleiten oder ihr teilweise sogar vorangehen:
Wer nicht in der Lage ist, Idee und Modell prizise zu formulieren, bekommt auch keine saubere
Umsetzung hin, in welcher Programmiersprache auch immer. Einige unterhaltsame Formulie-
rungsperlen der Informatik sind im Anhang wiedergegeben.

Bewertungskriterien

Bei den im Folgenden beschriebenen Losungsideen handelt es sich nicht um perfekte Muster-
l6sungen, sondern um sinnvolle Losungsvorschlidge, die nicht die einzigen Losungswege dar-
stellen, die wir gelten lieBen. Wir akzeptieren vielmehr in der Regel alle Ansitze, auch unge-
wohnliche, kreative Bearbeitungen, die die gestellte Aufgabe verniinftig 16sen und entsprechend
dokumentiert sind. Einige der FuBnoten in den folgenden Losungsvorschldgen verweisen auf
weiterfithrende Fachliteratur fiir wissenschaftlich besonders Interessierte; ihre Referenzierung
und ihr tieferes Verstindnis wurden natiirlich nicht von den Teilnehmenden erwartet.

Unabhiéngig vom gewéhlten Losungsweg gibt es einige Dinge, die auf jeden Fall in der Do-
kumentation erwartet wurden oder sogar Pluspunkte gaben. Zu jeder Aufgabe wird deshalb
in einem eigenen Abschnitt jeweils am Ende des Losungsvorschlags erldutert, worauf unter
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anderem bei der Bewertung dieser Aufgabe besonders geachtet wurde. AuBlerdem gibt es auf-
gabenunabhingig einige Anforderungen an die Dokumentation (klare Beschreibung der Lo-
sungsidee, genligend aussagekriftige Beispiele und wesentliche Ausziige aus dem Quellcode)
einschlieBlich einer theoretischen Analyse (geeignete Laufzeitiiberlegungen bzw. eine Diskus-
sion der Komplexitit des Problems) sowie an den Quellcode der implementierten Software (mit
ibersichtlicher Programmstruktur und verstindlicher Kommentierung) und an das lauffihige
Programm (ohne Implementierungsfehler). Wiinschenswert sind unter anderem auch Hinweise
auf die Grenzen des angewandten Verfahrens sowie sinnvolle Begriindungen z. B. fiir Heuris-
tiken, vorgenommene Vereinfachungen und Niherungen. Geeignete Abbildungen und eigene
zusitzliche Beispieldaten konnen die Erlduterungen in der Dokumentation gut unterstiitzten.
Die erhaltenen Rechenergebnisse fiir die Beispieldaten (ggf. mit Angaben zur Rechenzeit) soll-
ten leicht nachvollziehbar dargestellt sein (z. B. durch die Ausgabe von Zwischenschritten oder
geeigneten Visualisierungen). Eine Untersuchung der Skalierbarkeit des eingesetzten Algorith-
mus hinsichtlich des Umfangs der Eingabedaten ist oft ebenfalls niitzlich.
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Aufgabe 1: Lisa rennt

1.1 Losungsidee

1.1.1 Lisas optimaler Pfad und der Sichtbarkeitsgraph

2 Lisa 2 Lisa
/M aa)
Abbildung 1.1: Eine beispielhafte Situation... Abbildung 1.2: ...und die Losung.

In dieser Aufgabe ist der Weg bzw. Pfad zu finden, der es Lisa erlaubt, so spit wie moglich
loszulaufen und trotzdem noch den Bus zu erreichen.

Was wir uns zuerst ansehen miissen, ist, wie die optimalen Losungen fiir dieses Problem ausse-
hen. In Abbildung 1.2 sehen wir solch eine Losung. Was uns zuerst auffillt, ist, dass die Losung
nur gerade Streckenabschnitte enthilt, die an den Ecken der Polygone entlanglaufen. Der letz-
te Streckenabschnitt jedoch trifft stets mit einem bestimmten Winkel auf die Fahrtstrecke des
Busses.

Dass die optimale Losung tatsidchlich immer aus geraden Strecken besteht und diese auch im-
mer an den Ecken der Hindernisse entlanglaufen, kann man sich relativ einfach iiberlegen: Wenn
eine Losung eine Stelle enthilt, die nicht gerade verlauft, kann man immer eine Abkiirzung fin-
den, indem wir einen Kreis um diese Stelle legen — ohne dass sich dieser mit den Hindernissen
tiberschneidet — und den Pfad innerhalb des Kreises durch die Kreissehne, welche durch die
Schnittpunkte des Kreises mit dem Pfad verlduft, ersetzen. Diese Konstruktion ist in Abbil-

dung 1.3 exemplarisch illustriert.
~ Pfad /" Pfad

Abbildung 1.3: Exemplarische Konstruktion einer Abkiirzung.

Danach haben wir natiirlich immer noch nicht den kiirzesten Pfad gefunden; man miisste diese
Konstruktion oft anwenden, bis der optimale Pfad konstruiert wére. Was uns diese Konstruktion
aber deutlich macht: Solange wir sie durchfiihren konnen, kann unser Pfad nicht der kiirzeste
sein; und wir konnen sie nur dann nicht ausfithren, wenn der Pfad dort, wo er kein Hindernis
beriihrt, gerade verliuft.
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Wir wissen jetzt also, dass der optimale Pfad im-
mer durch die Ecken der Hindernisse verldauft. Um
diesen Pfad ausrechnen zu konnen, bendtigen wir
den sogenannten Sichtbarkeitsgraph der Hinder-
nisse, wie er aus der geometrischen Algorithmik
bekannt ist." Ein Sichtbarkeitsgraph ist ein Graph
mit den Ecken der Hindernisse als Knotenmen-
ge, bei dem zwei Knoten (also zwei Ecken) ge-
nau dann mit einer Kante verbunden sind, wenn
diese beiden Ecken sich ,,sehen” konnen, also kei-
ne Hindernisse die direkte Verbindungslinie iiber-
schneiden. In Abbildung 1.4 sehen wir den Sicht-
barkeitsgraphen des obigen Beispiels aus Abbil-

dung 1.1 Abbildung 1.4: Der Sichtbarkeitsgraph des

obigen Beispiels.
Allerdings miissen wir noch einige Modifikatio-

nen am Sichtbarkeitsgraphen vornehmen. Zum

einen miissen wir einen Startknoten fiir Lisa einfiigen, welcher eine Kante mit allen von ihr
aus sichtbaren Ecken besitzt. Zum anderen miissen wir uns iiberlegen, wie wir das Ziel, also
die StraBle, auf der der Bus fihrt, modellieren. Dazu fiigen wir noch einen weiteren Knoten
als Endknoten des Pfades ein, der die Stralle reprisentiert. Im folgenden Abschnitt werden wir
noch kliaren, welche Knoten wir mit diesem Endknoten verbinden und welche Gewichte diese
Kanten haben.

1.1.2 Endkanten zum Endknoten der StraBBe und ihre Gewichte

Wir wissen, dass der optimale Weg immer aus geraden Segmenten besteht. Das letzte Segment
verlduft damit immer direkt in einem bestimmten Winkel auf die Strale des Busses zu. Wir
wollen nun den optimalen Winkel bestimmen, damit wir auf der ,,Zielgeraden* so viel Zeit wie
moglich sparen.

Im Folgenden 16sen wir das allgemeine Problem fiir beliebige Geschwindigkeiten von Bus und
Lisa, auch wenn die konkreten Vorgaben beider Geschwindigkeiten in der Aufgabenstellung
das Problem deutlich vereinfachen und sogar mit elementargeometrischen Mitteln 16sbar ma-
chen.

Sei vp die Geschwindigkeit des Busses und v; die Geschwindigkeit von Lisa. Was wir zuerst
erkennen, ist, dass der Bus auf jeden Fall schneller als Lisa sein muss, da Lisa sonst den Bus aus
beliebiger Entfernung in endlicher Zeit einholen konnte. Im Folgenden gilt deshalb v; < vg. Wir
betrachten jetzt die Situation, in der Lisa auf direktem Weg zur Strafle laufen kann und dabei
den orthogonalen Abstand d zur Straf3e hat.

Wir wollen nun den ,,optimalen* Winkel « finden, sodass Lisa so spidt wie moglich losgehen
kann und trotzdem noch den Bus erreicht. Wenn man das Problem anders herum betrachtet, wird
es einfacher: Bei welchem Winkel or muss ein Bus am weitesten entfernt (am weitesten oben in
der Skizze) starten, so dass Lisa ihn gerade nicht mehr erreichen kann? Wenn ein Bus ndmlich
bei diesem Winkel weiter oben losfahren muss, um Lisa zu entkommen, hat Lisa mehr Zeit, den
Bus zu bekommen, der an einem festen Punkt (an der Haltestelle) losfihrt, da der Bus ja eine
konstante Geschwindigkeit hat. Wir wollen also den Fahrtweg des Busses sp in Abhédngigkeit

Visibility Graph. Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Visibility_graph
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Bus

Abbildung 1.5: Der Sichtbarkeitsgraph mit Lisas Startknoten L und den moglichen Endkanten
zum Endknoten K. Die gepunkteten Pfeile sollen die freien Blickrichtungen
auf die StraBe verdeutlichen. Die nicht angegebenen Gewichte der Kanten UV
entsprechen der reguldren Wegzeit d(U,V) /vy, von Lisa.

von ¢ minimieren; um ¢ berechnen zu konnen, miissen wir s kennen. Dazu stellen wir uns
zuerst zwei Gleichungen auf:

sp = Vd?+s2 (1.1)

SL_sBts (1.2)

VL VB

Hierzu sehen wir uns die Situation einmal grafisch an:

Treffpunkt

SB

Bus

Gleichung (1.1) beschreibt s; in Abhingigkeit von d und s, und Gleichung (1.2) beschreibt
die Tatsache, dass der Bus und Lisa fiir ihre jeweiligen Fahrt- bzw. Laufstrecken die selbe Zeit
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bendtigen. Die beiden Gleichungen ergeben dann folgende Berechnungsformel fiir sp:

spts Vd? + s?

(1.3)
VB 179
& vi(sp+s) =vpVd?*+s? (1.4)
o sp="2\/l 52 —5. (1.5)
VL
Nun leiten wir diese Formel nach s ein- und zweimal ab und erhalten:
dsp VBS
sh(s)=— =—— 1 (1.6)
5(5) ds viVd? + s2
d? d?
sp(s) = _ VB T - (1.7)
ds  y/(s24d2)2

Um nun das Minimum von sg zu finden, miissen wir die Gleichung s%(s) = 0 losen (und iiber-
priifen, dass bei diesem s auch si(s) > 0 gilt):

sp(s) =0 (1.8)
VvBS
& l=—— (1.9
vV d? + s? )
d
g= L (1.10)
vE— Vi

Setzt man dieses Ergebnis in s%(s) (Gleichung (1.7)) ein, erhilt man

612
shis)=——2 >0, (1.11)

3
dzv% 2
v
t\

womit wir das Minimum berechnet haben. Den Winkel o konnen wir somit durch

a =tan"! (E) —tan ! | —2L | —gin~! (V—L> (1.12)
d V2 2 VB
B—VL

berechnen, wobei die letzte Umformung fiir Winkel zwischen —90° und 90° giiltig ist, wie
man sich an einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypothenuse vp und der Gegenkathete vy,
deutlich machen kann. Damit ergibt sich fiir die vorgegebenen Geschwindigkeiten in der Auf-
gabenstellung ein Winkel von

o =30° (1.13)

Alternativ kann man auch direkt auf das physikalische Brechungsgesetz? zuriickgreifen, von

2Snelliussches Brechungsgesetz. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Snelliussches_Brechun
gsgesetz
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dem der hier auftretende Fall eines Spezialfall darstellt, bei dem ein Brechungswinkel 90° be-
tragt (die Strecke des Buses nachdem Lisa zugestiegen ist).

Der Zusammenhang aus der Minimierung der Wegzeit und dem Brechungsgesetz ergibt sich
durch das Fermatsche Prinzip.?> Im Ergebnis hat man die inversen Geschwindigkeiten als Bre-
chungsindizes, und das Brechungsgesetz lautet:

1 1
—sin(90°) = —sin(a) = o =sin~! (V—L) (1.14)
VB VL VB

Wenn wir jetzt die zeitlichen ,,Kosten* (also die Zeit, die Lisa fiir den Laufweg zu Stralle be-
notigt minus der Zeiteinsparung, die durch das ,,Abfangen* des Busses nach der Haltestelle
entsteht) fiir diesen Weg ausrechnen wollen, miissen wir zum einen die Zeit beriicksichtigen,
die Lisa fiir die Strecke vom jeweiligen Startpunkt aus bis zur Strale bendtigt, und zum anderen
die Zeit, die sie durch ihre Ankunft an dem bestimmten Punkt der Strale durch den Bus ge-
winnt, denn der Bus bendotigt ja ebenso eine gewisse Zeit, um den Weg von der Haltestelle zum
Treffpunkt mit Lisa zuriickzulegen. Fiir einen Punkt P miissen wir uns also eine Kostenfunktion
o(P) =t1(P) —tp(P) iiberlegen, wobei # (P) die Zeit, die Lisa fiir den Weg zur Strafle benotigt
und #p(P) die Zeit, die der Bus von der Haltestelle zum Treffpunkt mit Lisa benotigt, ist.

Die Zeit t1(P), die Lisa vom Punkt P mit den Koordinaten x und y fiir den optimalen Weg
benotigt, lasst sich nach Gleichung 1.1 und dem Fakt, dass die Entfernung von Lisa zur Stral3e
genau x betrédgt (also d = x), mit

VA +s2 xP+s?

t1,(x) (1.15)
VL VL
(1.16)
berechnen. Setzen wir jetzt noch die Formel fiir s aus Gleichung 1.10 ein, erhalten wir
2
B'"L
1.(x) = . (1.17)
N fn(x)=x- — 8 (1.18)
VA Ve — V2

Nun brauchen wir noch eine Formel fiir z5(P), also die Zeit, die der Bus von der Haltestelle zum
Treffpunkt mit Lisa bendtigt. Wenn man sich die oben abgebildete Grafische Darstellung noch
einmal ansieht, sieht man, dass der Treffpunkt bei (0,y+s) liegt; die Strecke, die der Bus also
zuriicklegen muss, ist einfach durch y 4 s gegeben. Damit erhalten wir (wieder nach einsetzen
der Formel aus Gleichung 1.10 fiir s) die Formel

Y+

VB
y + VLX]
2 2
& t5(P) = — VBT ZBB“ . (1.20)

tg(P) (1.19)

3Fermatsches Prinzip. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Fermatsches_Prinzip
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Nun konnen wir unser @(P) noch etwas vereinfachen und erhalten damit

o(P) =1.(P) —t5(P) (1.21)
1% y_+_ riiv2
& oP)=x——2— — BTV (1.22)

v/ Ve — Vi VB
Xy /VE—VZ —yvL
op) =2t (1.23)

VBVL

=

als Formel, um die zeitlichen Kosten fiir die Endkanten zu berechnen.

1.1.3 Der Algorithmus fiir den Sichtbarkeitsgraphen

Wir miissen zum einen den Sichtbarkeitsgraphen fiir alle Hindernisse und Lisa berechnen und
dann einen Endknoten und die entsprechenden Kanten zu diesem hinzufiigen. Wie dieser Graph
dann aussieht, ist in Abbildung 1.5 gezeigt. Wir iiberlegen uns als Néchstes, wie wir den Sicht-
barkeitsgraphen berechnen. Hierfiir benttigen wir einen Algorithmus, der uns fiir eine Menge
an polygonalen Hindernissen und einem Punkt P (der auBerhalb der Hindernisse liegt) alle von
P aus sichtbaren Ecken der Hindernisse ermittelt. Dafiir gibt es mehrere algorithmische Mog-
lichkeiten.

Der naive Algorithmus

Die offensichtlich einfachste Moglichkeit, alle von P aus sichtbaren Punkte zu finden, ist es,
fiir jeden anderen Punkt Q zu iiberpriifen, ob sich die Verbindungsstrecke PQ mit irgendeiner
Kante der Hindernisse schneidet.

Ob sich zwei Strecken PQ und ST mit P = (x1,y1), O = (x2,¥2), S = (x3,y3) und T = (x4,y4)
schneiden, kann man mit folgenden Formeln feststellen:*

_X1(y3—y4)+x3(y4—y1)+x Y1 —Y3

( )
() —x2)(y3 —y4) — (03 —x4) (31 —y2) (1.24)
x1(y2—y3) + 20003 —y1) + 3301 — )
- (x3 —x4)(y1 —y2) — (x1 —x2)(y3 — ya) (1.25)

Die beiden Strecken schneiden sich, wenn 0 < s < 1 und 0 < ¢ < 1 gelten, sonst nicht.

Um dann den Sichtbarkeitsgraphen zu berechnen, miissen wir diesen Algorithmus auf jeden der
n+ 1 Ecken (inklusive dem Startpunkt von Lisa) anwenden. Um die letzte Wegstrecke von Lisa
zur Stralle zu beriicksichtigen, berechnen wir fiir jeden Eckpunkt P mit den Koordinaten x und
y zusitzlich seine Projektion P’ auf die StraBe im Winkel o (Gleichung 1.12) und priifen ebenso
die Sichtlinie PP’. Die Koordinaten x’ und y" des Punktes P’ berechnen sich mittels

=0 (1.26)
y =y+xtana . (1.27)

4Schnittpunkt. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Schnittpunkt#Schnittpunkt_zweier_S
trecken
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Sollte P’ von P aus sichtbar sein, kann Lisa vom Eckpunkt P aus auf direktem Wege zur Stra-
Be gehen; das Gewicht dieser Endkante PP’ ist w(P). Insgesamt ergibt sich wegen (n + 1)?
Eckenpaaren und n Kanten eine Laufzeit des naiven Algorithmus von O(n?).

Der Sweepline-Algorithmus

B,

Abbildung 1.6: Wihrend des  Sweepline- Abbildung 1.7: Der bindre Suchbaum fiir

Algorithmus wird der Such- die Ausgangssituation in
strahl, ausgehend von P, einmal Abbildung 1.6. Nachdem
an allen anderen Punkten vor- B3 Dbesucht wurde, wird
beigefiihrt. In diesem Beispiel B3B; durch B,B3 ersetzt,
wird gerade Bs auf Sichtbarkeit da B3B; an B3 endet und
von P aus tiberpriift. B> B3 an B3 beginnt.

Eine etwas effizientere Methode als den eben beschriebenen Algorithmus bietet ein Sweepline-
Algorithmus von Der-Tsai Lee.> Um alle von einem Punkt P aus sichtbaren Punkte zu berech-
nen, ldsst man eine sogenannte ,.Sweepline* einmal alle Punkte besuchen. Dabei geht diese
Sweepline strahlenformig von P aus und rotiert einmal um 360 Grad um P herum. Der Ablauf
sieht wie folgt aus:

1. Wir berechnen fiir jeden Eckepunkt P’ der Hindernisse einschlieBlich Lisas Startpunkt
den Winkel zwischen der x-Achse und der Sichtlinie PP’ (gegen den Uhrzeigersinn). Die
Punkte sortieren wir nach diesen Winkeln.

2. Dann starten wir mit der Sweepline bei Winkel O und iiberpriifen fiir jede Kante aller Hin-
dernisse, ob diese die (gegen den Uhrzeigersinn) rotierende Sweepline schneidet. Alle so
gefundenen Kanten speichern wir in einem bindren Suchbaum. Dabei sind die Kanten in
diesem Suchbaum immer in der Reihenfolge geordnet, in der die Sweepline sie schnei-
det, d. h. die Kante, die die Sweepline zuerst schneidet (und somit von P sichbar ist), steht
immer ganz links im Suchbaum.

3. Wir gehen nun jeden Punkt P’ (in der vorher sortierten Reihenfolge) mit der Sweepline
ab. Fiir jede Kante, die bei P’ beginnt (der andere Endpunkt der Kante muss also erst noch
von der Sweepline besucht werden), speichern wir diese neu gefundene Kante in unserem
Suchbaum so ab, dass die Reihenfolge, in der die Sweepline die Kanten im Suchbaum
schneidet, erhalten bleibt. Fiir jede Kante, die bei P’ endet (der andere Kantenendpunkt
wurde also schon besucht), 16schen wir die Kante aus unserem Suchbaum.

4. Bei jedem Punkt P’ konnen wir nun an unserem Suchbaum ablesen, ob die Kante, zu der
P’ gehort, ganz links im Suchbaum steht. Dann nidmlich ist diese Kante (und damit auch

>Dave Coleman: Lee’s O(n?logn) visibility graph algorithm: implementation and analysis, 2012, http://dav.
ee/papers/Visibility_Graph_Algorithm.pdf
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P') von P aus sichtbar, andernfalls nicht (da sonst eine oder mehrere Kanten vor P’ bzw.
zwischen P und P’ liegen).

Beispielhaft ist in Abbildung 1.6 ein Schritt des Algorithmus sowie in Abbildung 1.7 der dazu-
gehorige Bindrbaum dargestellt. In diesem Beispiel sehen wir, dass B3 nicht von P aus sichtbar
ist, da B3 nicht Teil der vordersten (d. h. der im Bindrbaum am weitesten links stehenden) Kante
ist.

Zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus sind also alle Kanten, die die Sweepline schneiden, im
Bindrbaum nach ihrer Entfernung zu P gespeichert. Nun stellt sich noch die Frage, welche Ent-
fernung von P zur Kante man jetzt als Schliissel fiir den Bindrbaum verwendet (da sich diese
Entfernung mit der Bewegung der Sweepline stetig dndert). Wiirde man immer die Entfernun-
gen nehmen, die man beim erstmaligen Besuchen der jeweiligen Kante berechnet (d.h. die
Distanz von P zum ersten gefundenen Endpunkt der Kante), wiirde sich folgendes Problem
ergeben, siche Abbildung 1.8.

Ap 1st ndher an P als By. Als A; von der

Sweepline besucht wurde, wurde deshalb die

Kante A|A; mit der geringeren Distanz dy =

PA; in den biniren Suchbaum gespeichert

als die andere Kante B{B, mit der Distanz

dy = PB;. Nun wiirde, wenn die Sweepli-

ne B; als nichsten Punkt besucht, die bei-

den Kanten, die von B ausgehen, mit d; als

Schliissel im Suchbaum gespeichert werden. N
Da aber die Kante A A5 bereits mit dem klei- R
nerem Schliissel d; dort vorhanden ist (und A
damit im Suchbaum ganz links ist), wiirde

man zum (falschen) Ergebnis gelangen, dass Abbildung 1.8: Der problematische Fall.
B von der Kante A;A, verdeckt wird und

damit von P nicht sichbar ist.

1

Wie stellen wir also sicher, dass die Kanten im Suchbaum immer in der richtigen Reihenfolge
stehen, wenn sich diese Distanzen mit der Rotation der Sweepline immer wieder verdndern?
Um diesem Problem zu begegnen, speichern wir als Schliissel fiir den bindren Suchbaum kei-
ne konkreten Werte als Schliissel. Stattdessen rechnen wir immer, wenn wir eine Distanz als
Schliissel fiir eine bestimmte Kante k& im bindren Suchbaum vergleichen wollen, diese Distanz
einfach ,,on demand* als Distanz zwischen der aktuellen Sweepline und der Kante k aus. Das
funktioniert allerdings nur unter der (berechtigten) Annahme, dass sich die Kanten der poly-
gonalen Hindernisse nicht iiberschneiden; dann ndmlich 4ndert sich die Reihenfolge, in der die
Kanten im Suchbaum von der Sweepline geschnitten werden, nicht und somit brauchen wir auch
keine konkreten Schliissel im Suchbaum. Andert sich die Reihenfolge nicht, dndert sich auch
der Suchbaum nicht und somit geht dieser auch nicht , kaputt*, wenn die in ihm gespeicherten
Elemente variable Schliissel haben.

In unserem Beispiel wiirden wir dann, wenn wir B besuchen, wieder die beiden Kanten, die von
B ausgehen, im Suchbaum abspeichern. Wenn wir allerdings jetzt nach der passenden Stelle
im Suchbaum suchen, rechnen wir die Distanz von P zum Schnittpunkt zwischen der aktuellen
Sweepline und der Kante A;A; neu aus und stellen dann fest, dass diese Distanz jetzt grof3er ist
als die Distanz von P zu B1; somit fiigen wir diese beiden neuen Kanten vor (d. h. im Suchbaum
weiter links) von der Kante A{A» ein, so dass B von P aus sichtbar ist.
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Wenn wir dann noch nicht nur irgend einen bindren Suchbaum, sondern einen selbst-balancieren-
den bindren Suchbaum (z.B. einen AVL-Baum) verwenden, hat das Einfiigen, Loschen und
Suchen im bindren Suchbaum jeweils eine Laufzeit von O(log n);6 der Umstand, dass wir bei
jedem Schliisselzugriff diesen Schliissel erst neu berechnen miissen, macht da keinen Unter-
schied, da diese Berechnung in konstanter Zeit geschieht. Da wir n — 1 Punkte zu priifen haben,
hat dieses Verfahren dann insgesamt eine Laufzeit von O(nlogn). Da wir dies wieder fiir jeden
Punkt separat machen miissen, kommen wir insgesamt auf eine Laufzeit von 0(112 logn), eine
klare Verbesserung gegeniiber dem naiven Algorithmus.

Auch hier miissen wir wieder einen Spezialfall fiir den direkten Weg zur Stralle einbauen; dies
funktioniert aber im Prinzip genau so wie beim naiven Algorithmus: Auch hier liberpriifen wir
beim Eckpunkt P noch seine StraBen-Projektion P’ (in diesem Algorithmus dann als einzelner
Punkt, von dem keine Hindernis-Kanten ausgehen). Sollte P’ dann von P aus sichtbar sein,
fiigen wir eine Kante von P zum Endknoten mit Gewicht @(P) ein.

Andere geometrische Algorithmen

Es gibt fiir das Berechnen des Sichtbarkeitsgraphen noch andere, noch etwas schnellere Algo-
rithmen als den von Der-Tsai Lee.”-3-? So gibt es einen modifizierten Sweepline-Algorithmus,
der eine Gesamtlaufzeit von O(n?) besitzt.'" AuBerdem existieren ausgabesensitive Algorith-
men (d. h. die Laufzeit ist vom Ergebnis der Berechnung abhiingig), die (zumindest in einigen
Fillen) eine bessere asymptotische Laufzeit erreichen konnen (beispielsweise O(E + nlogn),
wobei E die Anzahl der Kanten der Ausgabe ist).!! Da diese Verfahren aber recht aufwindig
umzusetzen sind, werden sie an dieser Stelle nicht weiter besprochen.

1.1.4 Algorithmus fur den kirzesten Weg

Nachdem wir den Sichtbarkeitsgraph berechnet haben, miissen wir noch den kiirzesten Weg
in ihm finden. Dies lédsst sich mit Standardalgorithmen wie z. B. dem Dijkstra-Algorithmus
16sen.'? Die Kantengewichte in unserem Sichtbarkeitsgraphen entsprechen dabei der jeweiligen
Zeit, die Lisa entsprechend der Linge der Wegkante benétigt, und @(P) dem Zeitbedarf fiir eine
Endkante, die am StraBenpunkt P’ endet.

Bei allen bekannten Kiirzester-Pfad-Algorithmen ist die Gesamtlaufzeit des Verfahrens durch
das Berechnen der Sichtbarkeitsgraphen dominiert, da das Berechnen des Sichtbarkeitsgraphen
im schlechtesten Fall (,,worst case) nicht schneller als in O(n?) machbar ist (da der Sichtbar-
keitsgraph im schlimmsten Fall aus n”> Kanten besteht).

Binirer Suchbaum. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Bin&rer_Suchbaum

"Der-Tsai Lee: Proximity and reachability in the plane. PhD thesis, Champaign, IL, USA, 1978.

8Christian Reksten-Monsen: Distance Tables Part 1: Defining the problem, 2016, https://taipanrex.gith
ub.io/2016/09/17/Distance-Tables-Part-1-Defining-the-Problem.html

9Christian Reksten-Monsen: Distance Tables Part 2: Lee’s visibility graph algorithm, 2016, https://taipanre
x.github.i0/2016/10/19/Distance-Tables-Part-2-Lees-Visibility-Graph-Algorithm.html

10Welzl, Emo: Constructing the visibility graph for n-line segments in O(n?) time. Information Processing Letters,
Vol. 20, 1985.

"Ein solcher Algorithmus findet sich in: Ghosh, S. K. und Mount, D. M.: An output sensitive algorithm for
computing visibility graphs. 28th Annual Symposium on Foundations of Computer Science, 1987.

12Dijkstra-Algorithmus. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Dijkstra-Algorithmus
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1.1.5 Innenliegende Kanten

Ein Problem, was uns bei der Berechung der Kanten des Sichtbarkeitsgraphen begegnet, ist,
dass wir alle Kanten eliminieren miissen, die innerhalb eines Hindernisses verlaufen (welche
aber trotzdem nicht durch andere Hinderniskanten unterbrochen werden). Wir miissen also iiber-
priifen, ob eine Kante innerhalb oder auB3erhalb eines Hindernisses verlduft. Dies kann man —
unter der Annahme, dass die Ecken des Hindernisses gegen Uhrzeigersinn sortiert sind — recht
einfach tiberpriifen:

Betrachtet man gerade die Sichtlinie Z zwi-
schen zwei Eckpunkten S und 7, so gehort T
S zu einem bestimmen Hindernis P und hat .
dementsprechend auch zwei ,,Nachbarecken*
—abjetzt S (gegen den Uhrzeigersinn vor )
und S (gegen den Uhrzeigersinn hinter S) —
mit denen Z iiber eine Kante verbunden ist.

Um nun zu iiberpriifen, ob die Sichtlinie Z <§

innerhalb des Hindernisses verldauft, miissen

wir allein iiberpriifen, ob der (mathematisch Abbildung 1.9: Die besprochene Situation.
positive) Winkel!? 4(<§ST) grofer ist als

A(TS?); falls ja, verlduft Z innerhalb des
Hindernisses P, sonst nicht.

Um allerdings sicherzustellen, dass alle Ecken eines Hindernisses auch tatsédchlich gegen den
Uhrzeigersinn sortiert sind, konnen wir einfach den vorzeichenbehafteten Flacheninhalt f des
Hindernispolygons mit den Eckpunkten A, B, ... berechnen. Dies geht am einfachsten iiber fol-
gende Formel:

1 a; by by ¢ 71 a
f= 5 (det {az bz} + det L’2 o + ... +det 5 a (1.28)
Der Wert dieses Ausdrucks ist genau dann positiv, wenn die Ecken des Hindernispolygons ge-
gen den Uhrzeigersinn sortiert sind. Falls f also negativ ist, miissen wir die Liste der Ecken von
P also einfach nur invertieren.

1.2 Beispiele

Fiir jedes der fiinf vorgegebenen Beispiele ist im Folgenden nur jeweils eine Losung als Er-
gebnis angegeben, insbesondere fiir Beispiel 5 gibt es mehrere Losungen mit auf Sekunden
gerundeter identischer Laufzeit fiir Lisa. In allen Abbildungen ist der rote Pfad die Losung,
d. h. Lisas optimaler Weg; die grauen Kanten stellen den Rest des Sichtbarkeitsgraphen dar.

BDieser Winkel lisst sich in den allermeisten Programmiersprachen mit der atan2-Funktion berechnen.
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Beispiel 1: lisarennt1.txt

Startzeit: 07:27.59,981 (~07:28.00)

Zielzeit: 07:31.26,266 (~07:31.26)

y-Koordinate Treffpunkt: 718.8824 (~719)

Linge von Lisas Route: 859.5188 (~860)

Dauer von Lisas Route: 3.26,285 (~3.26) / 206,285 (~206)

Pfad: L (633, 189) -> P1 (535, 410) -> Strafe (0, 718.8824)

Beispiel 2: lisarennt2.txt

Startzeit: 07:28.08,991s (~07:28.09)

Zielzeit: 07:31.00,018s (~07:31.00)

y-Koordinate Treffpunkt: 500.1495 (~500)

Linge von Lisas Route: 712.6106 (~713)

Dauer von Lisas Route: 2.51,027 (~2.51) / 171,027 (~171)

Pfad: L (633, 189) -> P1 (505, 213) -> P1 (390, 260) -> P3 (170, 402) -> Strafle
(0, 500.1495)
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Beispiel 3: lisarennt3.txt

Startzeit: 07:27.28,661 (~07:27.29)

Zielzeit: 07:30.55,681 (~07:30.56)

y-Koordinate Treffpunkt: 464.0089 (~464)

Linge von Lisas Route: 862.5844 (~863)

Dauer von Lisas Route: 3.27,020 (~3.27) / 207,020 (~207)

Pfad: L (479, 168) -> P2 (519, 238) -> P3 (599, 258) -> P3 (499, 298) -> P8
(426, 238) -> P5 (390, 288) -> P6 (352, 287) -> P6 (291, 296) -> Strafe (O,
464.0089)
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Beispiel 4: lisarennt4.txt

Startzeit: 07:26.55,975s (~07:26.56)

Zielzeit: 07:31.59,077s (~07:31.59)

y-Koordinate Treffpunkt: 992.3058 (~992)

Linge von Lisas Route: 1262.925 (~1263)

Dauer von Lisas Route: 5.03,102 (~5.03) / 243,102 (~243)

Pfad: L (856, 270) -> P11 (900, 300) -> P11 (900, 340) -> P10 (896, 475) ->
Strae (0, 992.3058)

16



37. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

Beispiel 5: lisarennt5.txt

Startzeit: 07:27.54,920s (~07:27.55)

Zielzeit: 07:30.40,807s (~07:30.41)

y-Koordinate Treffpunkt: 340.0555 (~340)

Linge von Lisas Route: 691.1964 (~691)

Dauer von Lisas Route: 2.45,887 (~2.46) / 165,887 (~166)

Pfad: L (621, 162) -> P8 (410, 175) -> P3 (380, 165) -> P3 (320, 165) -> P5
(280, 215) -> P5 (200, 215) -> P6 (170, 215) -> P9 (130, 265) -> Strafe (O,
340.0555)
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1.3 Mogliche Erweiterungen

Im Folgenden sind mogliche Erweiterungen der Aufgabenstellung aufgefiihrt.

Beliebige Geschwindigkeiten fiir Bus und Lisa: Lisa und der Bus konnten beliebige Ge-
schwindigkeiten haben statt fest vorgegebene; diese Erweiterung ist in der obigen Lo-
sungsidee bereits beriicksichtigt.

Andere Formen fiir Lisa: Lisa ist in der Aufgabe punktférmig, aber man konnte ihr die
Form eines Kreises oder eines Polygons geben.

Mehrere Buslinien: Es konnte mehrere Buslinien geben, die unterschiedliche Straen ab-
fahren und verschieden lang brauchen.

Mehr Dimensionen: Das Problem konnte man in die dritte Dimension iibertragen. Der
Weg verliefe dann nicht mehr nur iiber Ecken, sondern potentiell auch iiber die Fliachen
der Hindernisse. Die Schwierigkeit bestinde hierbei vor allem darin, dass sich der Lo-
sungsansatz mit dem Sichtbarkeitsgraphen nicht einfach auf hohere Dimensionen iiber-
tragen lésst.

Parkour: Lisa konnte Parkour machen und Hindernisse mit entsprechendem Aufwand
tiberqueren. Dazu konnte man jedem Hindernis einen Schwierigkeitsgrad zuweisen, mit
dem man das Hindernis iiberqueren kann.

1.4 Bewertungskriterien

Einige der Bewertungskriterien werden hier nédher erldutert:

(Zu 1.1) Eine korrekte Modellierung des Problems erfordert geradlinige Wege zwischen
Polygonecken sowie einen optimalen Winkel am Wegende zur Straf3e.

(Zu 1.2) Das Verfahren gilt nur dann als komplett korrekt, wenn der Winkel am Wegen-
de 30 Grad betrédgt (bzw. bei beliebigen Geschwindigkeiten von Bus und Lisa korrekt
berechnet wird).

(Zu 1.3) Der einfache Algorithmus 16st das Problem mit einer Laufzeit von O(n?). Daher
sollte das Verfahren der Einsendung nicht schlechter sein.

(Zu 1.4) Das Verfahren muss stets optimale (d.h. kiirzeste) Ergebnisse liefern, die korrekt
sind: Der Weg darf nicht durch Hindernisse verlaufen, muss bei Lisas Haus starten und
an der Landstra3e vor dem Einsteigen in den Bus enden.

(Zu 1.5) Es geniigt, wenn die Aufgabe fiir die vorgegebenen Geschwindigkeiten von Bus
und Lisa gelost wurde. Wurde die Aufgabe allgemein fiir beliebige Geschwindigkeiten
von Bus bzw. Lisa gelost, wird dies als eine mathematisch-physikalische Leistung mit
wenigen Pluspunkten belohnt.

(Zu 2.4) Ein vollstindiger Beweis des 30-Grad-Winkels im mathematischen Sinne wird
nicht erwartet, aber eine nachvollziehbare Begriindung; das Fehlen einer verstindlichen
Begriindung fiir den 30-Grad-Winkel fiihrt daher zu Minuspunkten.

(Zu 2.5) Ein vollstandiger mathematischer Beweis des 30-Grad-Winkels am Wegende
gibt Pluspunkte.
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* (Zu 3.1) Bei konkaven Polygonen sollte beachtet werden, dass auch nichtbenachbarte
Ecken zueinander sichtbar sein konnen. Nicht nur aus diesem Grund sollte die Erstellung
des Sichtbarkeitsgraphen gut dokumentiert sein.

* (Zu 3.3) Bei den Rechenergebnissen sind Rundungen der Zeiten und Wegstrecken auf Se-
kunden bzw. Meter in Ordnung. Insbesondere beim fiinften Beispiel gibt es bei Rundun-
gen auf Sekundengenauigkeit mehrere richtige Losungen. Die Angabe einer optimalen
Losung je Beispiel geniigt.

* (Zu 3.5) Eine visuelle Darstellung der berechneten Wege ist fiir die vorgegebenen Bei-
spiele ein Muss, sie kann jedoch auch nur manuell (nicht automatisch) generiert sein. Je-
des Ergebnis sollte mindestens vier der folgenden Werte umfassen, wobei Lisas Startzeit
gemal der Aufgabenstellung angegeben werden muss: Start- und Zielzeit, y-Koordinate,
Dauer, Linge, x-/y-Koordinaten aller Eckpunkte von Lisas Route.
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Aufgabe 2: Dreiecksbeziehungen

2.1 Losungsidee
2.1.1 Notwendigkeit einer Heuristik

Bei dieser Aufgabe ist es gerechtfertigt, eine Heuristik zu verwenden. Aufgrund sehr d@hnlicher
Probleme,'#: 1> die NP-schwer sind, ist davon auszugehen, dass auch das in dieser Aufgabe zu
l6sende Problem NP-schwer ist. Es gibt N! mogliche Anordnungen der N Dreiecke, und bei
jeder Anordnung miissen zusitzlich noch O(N) Winkel und Abstinde fixiert werden. Das ist
selbst fiir Supercomputer fiir eine groflere Zahl N nicht in akzeptabler Zeit berechenbar.

Zur Losung der Aufgabe nutzen wir daher die folgende Heuristik: Wir bauen die Siedlung
schrittweise von links nach rechts auf (Abbildung 2.1). Den Vorgang, ein neues Dreieck an die
Siedlung anzubauen, nennen wir einen Zyklus. Die Siedlung entsteht somit in aufeinanderfol-
genden Zyklen. Dabei wihlen wir in einem Zyklus als nichstes Dreieck immer das aus, dessen
Schwerpunkt am weitesten nach links in die bestehende Siedlung hineingebracht werden kann.
Die Siedlung wéchst also, bis alle Dreiecke angelegt sind.

> — [ ——+2
_/"}!{a — /ff-r

Abbildung 2.1: Die Siedlung wird schrittweise von links nach rechts aufgebaut.

Kurz erwidhnen mochten wir eine weitere Heuristik, die wir hier nur am Rande benutzen, auch
wenn sie von einigen Teilnehmenden intensiv eingesetzt wurde: die Anordnung der Dreiecke
in einzelnen ,,Fiachern®. Jeder Ficher hat einen zentralen Punkt, den alle seine Dreiecke ge-
meinsam beriihren. Und je nach Optimierungsgrad konnte man dann zum Beispiel Dreiecke
zwischen den Féchern austauschen, unvollstindige Ficher zulassen oder die Ficher so anord-
nen, dass sie moglichst kompakt aneinander passen.

2.1.2 Durchprobieren der Dreiecke

Wir suchen bei unserer Heuristik in jedem Zyklus ein neues Dreieck mit einer bestimmten
Rotation, das wir an die Siedlung anlegen. Dazu simulieren wir, wie jedes noch verfiigbare
Dreiecke passt, indem wir es einmal komplett rotierend an die Siedlung legen (Abbildung 2.2).
Wir rotieren die Dreiecke dabei schrittweise um 1 Grad, und fiir jede neue Rotation berechnen
wir die Distanz in x-Richtung vom Schwerpunkt des Dreiecks zur Siedlung; diesen Wert nennen
wir Abstand. Am Ende wihlen wir dasjenige Dreieck in demjenigen Rotationsgrad, bei dem der
Abstand minimal ist.

14 Amy Chou: NP-Hard Triangle Packing Problems, 2016.
SRuimin Wang, Yugiang Luo, Jiangiang Dong, Shuai Liu, and Xiaozhuo Qi: Heuristic Algorithm For Solving
Triangle Packing Problem, 2013.

20



37. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

2.1.3 Wahl des Schwerpunkts

Die Idee unserer Heuristik ist, beim Anlegen eines Dreiecks moglichst viel ,,Masse* nach links
zu bringen. Da der Schwerpunkt der physikalische Massenschwerpunkt ist, war das die nahelie-
gendste Wahl. Wir haben auch andere Moglichkeiten ausprobiert, z.B. den am weitesten links
und/oder rechts liegenden Punkt des anzulegenden Dreiecks oder den Inkreismittelpunkt statt
den Schwerpunkt zu verwenden. Diese anderen Ansitze ergaben aber immer Fille, in denen
sie sehr schlechte Ergebnisse lieferten, wihrend die Heuristik mit dem Schwerpunkt fast im-
mer verldsslich funktionierte. Das Problem beim am weitesten links und/oder rechts liegenden
Punkt war unter anderem, dass sie Extremwerte ergeben, die nicht beriicksichtigen, wie das
Dreieck genau aussieht. Der Inkreismittelpunkt dagegen hat insbesondere bei gleichschenkli-
gen, langen Dreiecken versagt, dort liegt er viel zu sehr am Rand. Mit anderen, ausgefeilteren
Ansitzen konnte man den Algorithmus noch verbessern; fiir unsere Zwecke hat der Schwer-
punkt geniigt.

2.1.4 Modellierung

Wir benutzen Strecken und Ecken, um die Form einer Siedlung bzw. eines Dreiecks zu beschrei-
ben. Die Strecken, die stets Dreiecksseiten sind, sind jeweils durch drei Parametern (Steigung
a, Offset dx und maximale Hohe ymax) und die Ecken jeweils durch zwei Parametern (Hohe y
und Offset dx) bestimmt (Abbildung 2.3).

Die Offsets beschreiben dabei die horizontale Distanz dx zu einem Referenzpunkt. Es gibt zwei
Referenzpunkte, jeweils einen fiir die Siedlung und einen fiir das Dreieck. Bei der Siedlung ist
der Referenzpunkt der am weitesten rechts liegende Kontakt mit der x-Achse, beim Dreieck
sein Schwerpunkt.

2.1.5 Durchprobieren der Ecken

Um den jeweiligen Abstand zwischen Siedlung und einem weiteren, noch verfiigbaren Dreieck
zu berechnen, ,,schieben* wir das Dreieck an die Siedlung heran, so dass sich Dreieck und Sied-
lung beriihren (Abbildung 2.4). Der Kontakt der Siedlung zum Dreieck wird immer zwischen
einer Ecke (bzw. Strecke) und einer Strecke entstehen.

Es wird von rechts nach links entlang der AuBlenform der Siedlung eine Liste der moglichen
Ecken (bzw. Strecken) der Siedlung erstellt, die einen Kontakt mit dem Dreieck bilden konnten.

Abbildung 2.2: Verschiedene Rotationen jedes Dreiecks werden durchprobiert. Von allen Ro-
tationen aller Dreiecke suchen wir diejenige mit minimalen Abstand D. Zur
schnelleren Berechnung priifen wir Rotationen nur in Schritten von 1 Grad.
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Ecken

1: [y, dxi] 8
2: [Dn, dx]

3: [y3, dx3]

4: [y4, dxy]

5: [ys, dxs]

6: [y6, dx6] E

7: Ly7, dxq]

8: [ys, dxsl 6
Strecken y ymax
A: [aa, dxa, ymaxa) L
B: [ap, dxp, ymaxg] X C

C: lac, dxc, ymaxc] ' 4

D: [ap, dxp, ymaxp] ——

E: lag, dxg, ymaxg] dXF

F: [ar, dxp, ymaxp]

Abbildung 2.3: Strecken der Dreiecke bzw. ihre Ecken werden durch Steigungen (a), Hohen
(ymax bzw. y) und Offsets (dx) beschrieben.

Hierbei wird eine weitere Ecke (bzw. Strecke) der Siedlung in die Liste aufgenommen, wenn sie
eine hohere y-Koordinate hat als alle bisher in die Liste aufgenommenen Ecken (bzw. Strecken).
Die jeweilige Liste wird jedes Mal aktualisiert, wenn die Siedlung erweitert wird.

Abbildung 2.4: Der Kontakt von einem weiteren Dreieck zur Siedlung findet immer an einer
Ecke statt. In der Abbildung sind drei verschiedene Szenarien beispielhaft skiz-
ziert.

Die Frage ist nun noch, an welcher Ecke der Erstkontakt stattfindet. Dies finden wir dadurch
heraus, dass wir nacheinander alle Ecken durchprobieren, d.h. Dreieck und Siedlung so anein-
ander schieben, dass jeweils eine Ecke auf ihre gegeniiberliegende Strecke trifft (Abbildung
2.5). Jede Ecke hat eine eindeutig gegeniiberliegende Strecke, welche durch die Hohe der Ecke
gegeben ist. Bei allen bis auf einen dieser simulierten Kontakte wird es zu Uberlappungen zwi-
schen der Siedlung und dem Dreieck kommen. Wir suchen also diejenige Ecke, bei der noch
keine Uberlappung, sondern nur ein Kontakt entsteht. Dies erkennen wir daran, dass der jeweils
berechnete Abstand maximal ist.

Der Vorteil dieser Methode ist, dass sie wesentlich schneller berechenbar ist als iibliche Ver-
fahren zur Kollisionsberechnung wie z.B. solche, die auf Schnitten von Strecken bzw. Geraden
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Abbildung 2.5: Der Kontakt an jeweils einer Ecke wird gepriift. Wie in der Skizze dargestellt
gibt es hier drei verschiedene Ecken zu priifen. Die korrekte Ecke ergibt sich
aus dem maximalen Abstand des Dreiecks zur Siedlung.

basieren.

Zur Berechnung des Abstands fiir eine bestimmte Ecke bendtigen wir fiinf Werte: die Hohe y
der Ecke, wodurch sich die Strecke auf der gegeniiberliegenden Seite ergibt, die Steigung a von
dieser Strecke, und von sowohl der Ecke als auch der Strecke die Offsets dx, und dx; zu den
beiden Referenzpunkten. Damit berechnet sich der Abstand D wie folgt aus der Summer dreier
Teildistanzen (Abbildung 2.6):

D =y-a+dx,+ dx;

Insbesondere der erste Distanzterm y - a reprisentiert den Kontakt zwischen der Siedlung und
des weiteren Dreieck. Sein Wert stellt hier eine Teildistanz in der positiven Richtung der x-
Achse dar.

Da zunichst unklar ist, welche Ecke die tatsidchliche Kontaktecke ist, werden allen Ecken ge-
priift. Deshalb zeigen wir in Abbildung 2.7, wie zwei weitere Ecken gepriift werden. Bei diesen
reihen sich die einzelnen Teildistanzen ebenfalls aneinander, aber sie konnen verschiedene Vor-
zeichen haben.
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Coooooocoooooooood)

Abbildung 2.6: Der Abstand D fiir eine Ecke wird aus drei Teildistanzen berechnet.

2.1.6 Vorberechnen der Parameter

Die Parameter Hohe, Steigung und Offset berechnen wir bereits beim Einlesen der Dreiecke
vor, um den Ablauf des Programms deutlich zu beschleunigen. Beim Siedlungsbau werden
dieselben Parameter hundertfach bis tausendfach benétigt; also lohnt es sich, sie einmalig am
Anfang alle zu berechnen und zu speichern. Jeder Parameter bezieht sich nur auf ein einzelnes
Dreieck, unabhingig von den restlichen Dreiecken, so dass damit in linearer Zeit gerechnet
werden kann.

Wir extrahieren zunichst 6 Lingen und 9 Winkel aus jedem Dreieck; die Werte sind in Abbil-
dung 2.8 gezeigt. Danach werden die Rotationen fiir jedes Dreieck durchgefiihrt. Hierbei wird
ein Dreieck jeweils in Schritten von 1 Grad um eine seiner Ecken gedreht, und fiir jeden Schritt
werden die Koordinaten des Schwerpunkts sowie der beiden anderen Ecken ermitteln (relativ
zu der Ecke, um die gedreht wird), um daraus dann jeweils die Parameter Hohe, Steigung und
Offset zu berechnen.

Die Rotationen eines Dreiecks geschehen in sechs Phasen. In jeder Phase wird jeweils um eine
Ecke gedreht, d.h. um drei Ecken insgesamt und zusitzlich um drei Ecken in der gespiegelten
Version des Dreiecks. Die erste Phase ist die Rotation um den kleinsten Winkel, beginnend
mit der langsten Seite horizontal, sieche Abbildung 2.9. Den aktuellen Rotationswinkel, den wir
schrittweise um 1 Grad erhohen, nennen wir «.

Die Koordinaten der Ecken und des Schwerpunkts sind durch folgende Formeln gegeben, wobei
die Indizes fiir (1)inks, (r)echts und (S)chwerpunkt stehen:

24



37. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

xl =—Ip-cos(ax)
vyl =1-sin(a)

xr = —lI3-cos(0; + )
yr=13-sin(6) + o)

xs = —Isy-cos(01p+ )
ys =lsy -sin(012 + o)

Wenn um die erste Ecke fertig rotiert wurde, startet in der zweiten Phase die Rotation um die
zweite Ecke. In Abbildung 2.10 sind alle 6 Rotationsphasen dargestellt. Insgesamt wird das
Dreieck einmal um 360 Grad in seiner ,,normalen* Version (wie in der Eingabedatei gegeben)
und einmal um 360 Grad in der gespiegelten Version gedreht. Das macht 720 diskrete Rotatio-
nen bei unserer gewéhlten Schrittweite von 1 Grad. Fiir jedes Dreieck werden somit ca. 15.000
Double-Werte gespeichert, was ca. 0,12 MB je Dreieck sind.

Das Zwischenergebnis je Rotationsschritt sind die Koordinaten (x/,yl), (xr,yr) und (xs,ys) re-
lativ zum Rotationspunkt. Mit diesen Koordinaten berechnen wir die Parameter Hohe, Steigung
und Offset. Wir benutzen die Indizes L, R und T, um damit die Strecken Links, Rechts bzw. Top
eines Dreiecks wie in Abbildung 2.11 zu bezeichnen. Ursprung des Koordinatensystems ist der
FuBpunkt des Dreiecks, also diejenige Ecke, die die x-Achse bertihrt.

va > ‘¢ ! 2

=> ‘F’ T —
Abbildung 2.7: Der Abstand D wird fiir zwei weitere Ecken ausgerechnet. Die Pfeilrichtungen

kennzeichnen die Vorzeichen der einzelnen Teildistanzen (nach rechts positiv,
nach links negativ).
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Isss Is2 < Is1

1
Xs = §(X3+Xb+xc)

1
¥s= 3% T yo+ o) (X IYp)

Abbildung 2.8: Eine Ubersicht der 15 Werte, die aus jedem Dreieck extrahiert werden. Die
berechneten Schwerpunktkoordinaten (xs,ys) werden nicht gespeichert.

..........
..........
v

(xr,yr)

Abbildung 2.9: Ein Dreieck wird um Winkel o gedreht und die Koordinaten seiner Ecken neu
berechnet.

Strecken
L: Steigung: ap = —xl/yl
L: Offset: dx; = xs

R: Steigung: ag = xr/yr
R: Offset: dxg =0

T: Steigung: ar = (+/—)(xr —xl)/(yr — yl) (positiv, wenn yl < yr, sonst negativ)
T: Offset: dxy = —ar -yl + (xs —xI) (wenn yl < yr) oder dxy = —ar - yr +xr (wenn yl > yr)

Ecken

Rechte Ecke:

Offset zu FuB3: dxf, = xr

Offset zu Schwerpunkt: dxs, = xs —xr

Linke Ecke:
Offset zu FuB3: dxf; = x/
Offset zu Schwerpunkt: dxs; = xs — x!/
26
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Abbildung 2.10: Die Rotation eines Dreiecks gliedert sich in sechs Phasen.

T (X rlyr)

(xl,yl)

(0,0)
Abbildung 2.11: Parameter Hohe, Steigung und Offset je Dreieck.

Auf diese vorberechneten Strecken- und Eckparameter wird wihrend des Verfahrens immer
wieder zugegriffen. Dies ist eine Stirke des Verfahrens: Beim gesamten Siedlungsbau muss nur
noch wenig neu berechnet werden, da hauptsichlich schon berechnete Parameter nur mehr in
verschiedenen Kombinationen angewandt werden.

Die L-, R- und T-Strecken sind fiir unterschiedliche Zwecke relevant. Zum Beispiel wird beim
Anlegen eines weiteren Dreiecks an die bereits bestehende Siedlung auf die L-Strecke und ggf.
auf die T-Strecke zugegriffen, weil nur diese beiden Strecken fiir das Anlegen relevant sind. Die
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R-Strecke des anzulegenden Dreiecks zeigt ndmlich von der Siedlung weg und kann mit dieser
nicht in Beriithrung kommen.

Analog wird zum Beschreiben der AuBlenform der Siedlung nur auf R-Strecken und ggf. T-
Strecken zuriickgegriffen. Meistens besteht die Auenform aus mehreren Strecken, so dass sie
durch die verschiedenen R-Strecken der beteiligten Dreiecke beschrieben wird, jeweils eine
R-Strecke fiir einen bestimmten Hohenabschnitt.

Die T-Strecke kann sowohl bei einer Siedlung als auch bei einem Dreieck relevant sein. Dies
hiingt davon ab, ob die T-Strecke nach rechts oder nach links geneigt ist. Deshalb wird dieser
Unterschied berticksichtigt und die Parameter der T-Strecke werden entsprechend gesetzt. Ab
dann erfiillt die T-Strecke dieselben Funktionen wie entweder die L-Strecken fiir das Dreieck
oder die R-Strecken fiir die Siedlung. Wegen dieser Doppelrolle ist die zusitzliche Fallunter-
scheidung notig, wie sie oben bei den Formeln bei der T-Strecke angegeben ist.

2.1.7 Starter und Stopper

Zum Starten und Beenden der Siedlung weichen wir von der Heuristik mit dem Schwerpunkt
ab und benutzen eine andere Heuristik (Abbildung 2.12): Wir fachern die Dreiecke, jeweils
mit ihrem spitzesten Winkel, um einen gemeinsamen Punkt. Grund dafiir ist, dass am Rand
der Siedlung Dreiecke auch sehr flach hingelegt werden konnen, wenn man weil}, dass keine
weiteren Dreiecke mehr dazu kommen. Es geht darum, den freien Raum links vom Start und
rechts vom Ende der Siedlung so effektiv wie moglich zu nutzen. Diese Situation am Rand ist
so speziell, das die Heuristik mit dem Schwerpunkt dafiir nicht geeignet ist.

Als Heuristik haben wir das Fiachern gewihlt, weil sie wenig Rechenaufwand benétigt und
Dreiecke damit sehr eng aneinander gelegt werden konnen. Mit dem Fachern konnen wir so
viel Masse wie moglich ,,weg von der Siedlung® in den freien Raum verschieben und trotzdem
den Beriihrungspunkt mit der x-Achse moglichst ,,weit rein in die Siedlung* bekommen. Wei-
ter haben wir diese spezielle Heuristik nicht optimiert, weil sie fiir eine steigende Anzahl von
Dreiecken immer unbedeutender wird, gegeniiber dem immer gro3er werdenden Mittelstiick
der Siedlung.

Abbildung 2.12: Heuristik zum Starten und Beenden der Siedlung durch Féachern.

Starter: Den Starter bauen wir als allerersten Ficher. Hierfiir haben wir noch alle Dreiecke zur
Verfiigung. Wir wihlen von allen Dreiecken diejenigen mit dem groBBten Wert ,,ls;“ (Abstand
des Schwerpunktes zur spitzesten Ecke) und fichern sie aneinander, bis die Summe ihrer spit-
zesten Winkel 90 Grad iibersteigt. Die Idee ist hier, dass wir eine moglichst senkrechte Wand
haben wollen, an der dann die Heuristik mit dem Schwerpunkt ansetzt. Betrédgt die Summe der
spitzesten Winkel weniger als 180 Grad, dann geniigt insgesamt ein Ficher und die Siedlung
hat Distanz 0 (vgl. Beispiel 2).
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Stopper: Der Stopper wird erst am Ende des Siedlungsbaus gebildet, wenn die meisten Dreiecke
schon verbaut sind und wir auf diese nicht mehr zuriickgreifen wollen. Fiir den Stopper bleiben
also nur noch die wenigen noch nicht verbauten Dreiecke iibrig. Man konnte theoretisch einen
Stopper anlegen, sobald die beteiligten Dreiecke einen gemeinsamen spitzesten Winkel kleiner
180 Grad haben. Aber je nach Geometrie kann es besser sein, ein paar Dreiecke erst noch
normal einzeln anzulegen und dann erst den Stopper mit einer reduzierter Anzahl an Dreiecken
zu bilden.

Fiir die letzten Zyklen wird jeweils gepriift, was die Gesamtdistanz der Siedlung wére, wenn
man alle verbleibenden Dreiecke als Stopper anlegen wiirde. Dieser Wert wird jeweils gespei-
chert, der néachste Zyklus durchgefiihrt und wieder gepriift, was nun die Gesamtdistanz der
Siedlung wire, wenn alle verbliebenen Dreiecke als Stopper angelegt wiirden.

Wenn alle Dreiecke mittels der Heuristik mit dem Schwerpunkt angelegt wurden, geht man im
Anlegen zuriick und wihlt denjenigen Stopper fiirs endgiiltige Anlegen aus, bei dem die kleinste
Gesamtdistanz fiir die Siedlung gemessen wurde.

2.1.8 Laufzeitanalyse

Die Laufzeit unseres Algorithmus ist O(N?) mit Anzahl N der Dreiecke.
Der Algorithmus besteht aus zwei Teilen, dem Vorberechnen und dem Anlegen.

Das Vorberechnen geht in linearer Zeit O(N). Jedes Dreieck wird einzeln eingelesen, der Einlese-
Vorgang braucht eine konstante Zeit je Dreieck.

Das Anlegen geht in quadratischer Zeit O(N?). Es miissen N Positionen der Siedlung gefiillt
werden, und fiir jede Position werden im Durchschnitt N /2 freie Dreiecke gepriift; das ergibt
N-N/2 = O(N?) Anlegeversuche, bis die Siedlung fertig ist. Die Laufzeit der Erstellung einer
Liste von Ecken der Siedlung kann hierbei vernachldssigt werden, da sie linear ist.

2.1.9 Optimierung durch Randomisierung

Bislang wurde die Siedlung deterministisch erstellt. Aber wir konnen das Ergebnis verbessern,
indem wir einen Zufallsfaktor einbauen (sogenannte Randomisierung des Algorithmus'®), um
ein Dreieck z.B. zu 50 Prozent beim Anlegen zu ignorieren und zu iiberspringen. Dies ermog-
licht es, mehrmals eine Siedlung zu generieren (ein ,,Run‘) mit stets verschiedener Reihenfolge
der Dreiecke. Wegen des Zufallsfaktors entstehen verschiedene Siedlungen verschiedener Lin-
gen, wobei einige davon durch Zufall kiirzer als andere sind. Aus diesem Pool wihlen wir die
kiirzeste Siedlung aus; diese Siedlung hat sich bei den Berechnungen meistens als etwa 10-15
Prozent kiirzer erwiesen als die deterministisch erzeugte Siedlung.

Der Grund fiir diese Verbesserung liegt darin, dass die Heuristik mit dem Schwerpunkt wie ein
gieriger Algorithmus!” arbeitet. Sie achtet immer nur auf einen Zyklus und sucht dort das lo-
kal beste Dreieck. Diese Wahl kann aber global ungiinstig sein. Durch den Zufallsfaktor durch-
sucht (,,sampelt*) das Programm einen grofleren Raum an Losungen. Das "Programm muss lokal
schlechte Entscheidungen treffen, die sich dann aber zufillig spiter also global gute Entschei-
dungen erweisen kdnnen.

16Randomisierter Algorithmus. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Randomisierter_Algorit
hmus
17Greedy-Algorithmus. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Greedy-Algorithmus
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Die Laufzeit eines Runs bei Beispiel 5 konnten wir von anfanglichen ca. 25 ms auf ca. 1 ms
verringern. Dies erfolgte durch ein frithzeitiges Verlassen von Schleifen, wenn klar war, dass
man keinen neuen besten Abstand findet und deswegen Rotationen nur noch in Abstéinden von
9 Grad statt 1 Grad gepriift werden, um dann nur um das gefundene Minimum herum noch ein-
mal mit 1 Grad Genauigkeit zu priifen. Damit konnen ca. 1.000 Siedlungen pro Sekunde erzeugt
werden. Es hat sich gezeigt, dass ca. 5-20 s eine geeignete Laufzeit ist, in der das Programm
zuféllig immer wieder neue bessere Siedlungen findet. Danach wartet man teils mehrere Minu-
ten auf eine neue Verbesserung der Distanz oft um nur mehr Bruchteilen von Prozentpunkten.
Je nach Anspruch an Zeit und Losungsqualitit kann man das Programm also kurz oder lange
laufen lassen.

2.2 Beispiele

Fiir jedes der fiinf vorgegebenen Beispiele sind im Folgenden eine oder mehrere Losungen
angegeben.

Beispiel | Distanz | Laufzeit
1 142,83 m 1,1 ms
2 Om 0,1 ms
3 74,911 m 2,4 ms
4 224 m 0,050 s

174 m 1s
173 m 2s
171,050 m ~2h
5 724 m 0,150 s
660 m ls
650 m 5s
640 m 60 s
630,741 m ~2h

Bei den Beispielen 4 und 5 sind gemittelte Werte fiir Zeit und Distanz angegeben. Dort wird
die Optimierung mit Zufallsfaktor benutzt, weshalb die Ergebnisse von Lauf zu Lauf schwan-
ken. Deutlich zu erkennen ist eine drastische Zunahme der Laufzeit fiir die besten gefundenen
Losungen. Die letzten Prozent Optimierung dauern extrem lange und basieren zum Teil einfach
auf Gliick beim Zufallsfaktor. Dort stof3t das Programm an seine Grenzen.

2.2.1 Beispiel 1

Lénge: 142,83 m

2| Laufzeit: 1,1 ms

3

ID Reihenfolge: 0 1 2 3 4

4|Koordinaten (Format: ID x1 yl1 x2 y2 x3 y3)

5

IDO 0.0 0 -71.47 123.71 -142.87 0.0

30



37. Bundeswettbewerb Informatik

ID1 0.0 0 71.36 123.77 -71.47 123.71
ID2 142.83 0 285.7 0.0 214.31 123.71
ID3 142.83 0 214.31 123.71 71.47 123.77
ID4 142.83 0 71.41 123.74 0.0 0.0

2. Runde

2.2.2 Beispiel 2

Lénge: O m

Laufzeit: 0,1 ms

ID Reihenfolge: 1 3 4 0 2

Koordinaten (Format: ID x1 yl x2 y2 x3 y3)
IDO 0.0 0 -181.28 421.07 -316.33 355.8

ID1 0.0 O -538.9 146.08 -572.94 0.0

ID2 0.0 0 34.6 285.85 -113.86 264.46

ID3 0.0 O -440.16 270.02 -513.58 139.22
ID4 0.0 0 -333.15 374.71 -441.18 270.65

2.2.3 Beispiel 3

Lénge: 74,911 m

Laufzeit: 2,4 ms

ID Reihenfolge: 3 11 1 108 47 96 250
Koordinaten (Format: ID x1 yl x2 y2 x3 y3)
IDO 74.91 0 275.4 0.0 254.97 60.65

ID1 0.0 0 -113.53 152.43 -223.11 132.9
ID2 74.91 0 211.49 118.59 158.17 136.63
ID3 0.0 0 -224.22 60.44 -269.77 0.0

ID4 0.0 0 49.07 183.55 -13.71 200.34

ID5 74.91 0 265.6 64.23 219.0 125.1

ID6 74.91 0 144.76 114.63 80.47 119.75
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ID7 0.0 0 56.87 28.38 23.91 89.26

ID8 0.0 0 -10.59 154.75 -83.08 237.63
ID9 74.91 0 80.59 122.36 24.13 90.27
ID10 0.0 O -68.32 195.4 -129.78 174.24
ID11 0.0 0 -172.24 102.6 -284.23 76.62

2.2.4 Beispiel 4 — Beste gefundene Siedlung (~2 h Suche)

Lénge: 171,050 m

Laufzeit: ~2 h

ID Reihenfolge: 11 12 9 17 14 13 16 7 20 22 1 0 10 6 8 4 19 15 18 21 2 3 b
Koordinaten (Format: ID x1 yl x2 y2 x3 y3)

IDO 106.57 0 50.88 90.13 56.06 40.9
ID1 106.41 0 66.53 23.12 0.46 0.0

ID2 171.05 0 324.98 67.3 279.0 85.62
ID3 171.05 0 340.18 25.19 297.29 55.19
ID4 171.05 0 113.18 71.42 106.4 6.78
ID5 171.05 0 339.05 0.0 310.92 20.83
ID6 106.59 0 82.38 166.25 32.18 167.12

ID7 0.0 0 27.17 168.82 -37.0 179.15

ID8 106.59 0 102.69 142.66 78.9 196.99
ID9 0.0 0 -144.89 124.52 -172.76 84.22
ID10 106.57 0 25.81 181.43 33.07 122.33
ID11 0.0 0 -190.0 43.84 -200.12 0.0

ID12 0.0 0 -175.28 85.44 -195.0 44.99
ID13 0.0 0 -61.26 1563.2 -100.62 170.85
ID14 0.0 0 -84.24 143.03 -125.31 153.66
ID15 171.05 0 227.47 129.67 134.42 93.05
ID16 0.0 0 -32.36 156.69 -73.92 184.86
ID17 0.0 0 -104.91 128.64 -150.99 129.77
ID18 171.05 0 250.42 107.23 208.95 87.11
ID19 171.05 0 134.56 92.7 111.25 73.81
ID20 0.33 0 39.08 86.74 21.4 132.97

ID21 171.05 0 276.52 83.66 227.57 76.35
ID22 0.46 0 62.74 21.83 39.59 87.89

2.2.5 Beispiel 4 — Durchschnittliche Siedlung (2 s Suche)

Lénge: 172,484 m
Laufzeit: 2 s
ID Reihenfolge: 11 12 9 17 14 13 16 7 19 156 22 0 4 1 18 20 21 2 3 5 10 8 6
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Koordinaten (Format: ID x1 yl x2 y2 x3 y3)

IDO
ID1
ID2
ID3
ID4
ID5
ID6
ID7
ID8
ID9
ID10
ID11
ID12
ID13
ID14
ID15
ID16
ID17
ID18
ID19
ID20
ID21
ID22

103.
172.
172.
172.
172.
172.
172.

0.0

172.

0.0

0.0 0
0.0 0

13
48
48
48
48
48
48
0 27.
48 0

O O O O O O O

118.41 104.84 90.73 63.8
135.02 99.1 127.49 53.62
274.12 133.76 225.04 127.36
307.91 104.39 255.84 109.7
113.39 70.41 107.73 5.66
319.2 81.84 284.49 86.33
355.42 0.0 334.2 45.5

17 168.82 -37.0 179.15
363.97 53.88 304.67 53.81

0 -144.89 124.52 -172.76 84.22
172.48 0 356.42 74.88 297.12 €69.52

-190.0 43.84 -200.12 0.0
-175.28 85.44 -195.0 44.99

0.0 0 -61.26 153.2 -100.62 170.85
0.0 0 -84.24 143.03 -125.31 153.66
31.53 0 114.66 114.41 15.89 98.76
0.0 0 -32.36 156.69 -73.92 184.86

2. Runde

0.0 0 -104.91 128.64 -150.99 129.77
172.48 0 154.57 132.2 138.89 88.86
30.62 0 15.85 98.52 0.99 4.69
172.48 0 189.71 133.52 159.73 94.14
172.48 0 223.83 124.44 184.64 94.21

31.53 0 100.32 12.97 88.08 77.83

2.2.6 Beispiel 5 — Beste gefundene Siedlung (~2 h Suche)

Lénge: 630,741 m
Laufzeit: ~2
ID Reihenfolge: 33 23 3 15 6 27 26 24 36 16 29 20 30 28 7 18 14 10 34 17 35 9 5

32 19 21 4 22 31 256811013 12 21

Koordinaten (Format: ID xl1 yl x2 y2 x3 y3)
558.
630.
630.

IDO
ID1
ID2
ID3
ID4
ID5

0.0

415.
269.

06 O
74 0O
74 0O

h

587.81 49.84 580.73 106.65
737.14 0.0 692.09 57.51
696.06 61.23 651.79 77.8

0 -36.4 96.3 -92.78 70.21

77 0O
13 0

412.55 65.22 366.06 76.54
307.58 44.84 282.78 97.13
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ID6 0.0 0 28.44 85.27 -13.65 110.52

ID7

115.75 0 134.52 9.62 127.84 52.38

ID8 493.88 0 554.94 5.34 524.38 68.52

ID9

ID10
ID11
ID12
ID13
ID14
ID15
ID16
ID17
ID18
ID19
ID20
ID21
ID22
ID23
ID24
ID25
ID26
ID27
ID28
ID29
ID30
ID31
ID32
ID33
ID34
ID35
ID36

269.13 0 278.55 67.82 240.08 101.3
173.38 0 199.59 46.93 170.37 86.06
557.8 0 577.06 89.39 524.46 68.36
630.74 0 653.18 82.92 593.71 68.77
630.38 0 596.14 64.24 559.68 1.23
135.49 0 172.7 5.66 170.95 69.59
0.0 0 -11.44 92.63 -37.2 98.42
49.1 0 62.01 70.69 39.24 93.82
224 .37 0 247.43 67.47 203.56 97.94
135.06 0 165.11 58.13 131.87 91.18
340.89 0 364.77 81.6 303.91 91.52
78.47 0 100.73 72.69 53.14 109.71
341.35 0 408.96 10.48 364.05 79.13
415.97 0 455.21 53.56 410.47 104.93
0.0 0 -88.68 67.11 -113.78 23.76
48.13 0 26.46 79.29 20.4 52.16
493.63 0 526.97 74.27 450.97 87.46
0.08 0 42.95 9.74 28.68 32.9
0.0 0 21.76 24.94 19.23 55.85
115.66 0 132.53 72.53 98.14 110.62
49.54 0 73.04 23.5 61.88 69.98
114.93 0 103.03 79.73 80.34 6.09
493.61 0 462.55 63.71 416.45 0.0
340.21 0 317.58 57.7 274.51 2.29
0.0 0 -120.72 25.21 -203.79 0.0
173.57 0 223.85 1.15 210.29 66.24
224.37 0 268.75 1.02 248.79 70.92
49.1 0 35.91 119.27 28.44 72.06

2. Runde

2.2.7 Beispiel 5 — Durchschnittlich gefundene L6sung (20 s)

Léng
Lauf

e: 646,525 m
zeit: 20 s

ID Reihenfolge: 33 23 3 156 6 27 24 7 36 17 29 26 18 14 20 16 5 34 10 21 28 9 35
11 30 22 32 25 13 19412183120

Koordinaten (Format: ID xl1 yl x2 y2 x3 y3)

IDO
ID1
ID2
ID3
ID4
ID5

646.52 0 755.56 0.0 701.46 18.73
585.0 0 625.97 73.44 559.26 103.24
646.52 0 731.27 28.89 697.75 62.22
0.0 0 -36.4 96.3 -92.78 70.21
522.3 0 555.13 56.44 522.3 91.26
168.05 0 197.31 49.92 162.91 97.95
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ID6 0.0 0 28.44 85.27 -13.65 110.52

ID7 23.77 0 41.83 10.9 32.18 53.09

ID8 646.52 0 621.59 65.6 585.23 0.0

ID9 290.71 0 310.63 65.51 277.87 104.59

ID10
ID11
ID12
ID13
ID14
ID15
ID16
ID17
ID18
ID19
ID20
ID21
ID22
ID23
ID24
ID25
ID26
ID27
ID28
ID29
ID30
ID31
ID32
ID33
ID34
ID35
ID36

219.
335.
584.
439.
101.

0.0

141.

06 0 237.61 50.45 202.63 84.53
9 0 362.11 71.4 307.64 86.96
88 0 566.1 75.81 523.76 1.06
63 0 511.74 9.99 469.24 66.5
94 0 136.42 15.1 118.18 76.4

0 -11.44 92.63 -37.2 98.42

57 0 166.99 20.17 162.79 91.92

51.78 0 81.77 64.69 41.32 99.58

101.
521.
141.
219.
371.

0.0

55 0 115.53 63.92 74.87 87.25
81 0 522.34 98.71 469.46 66.99
54 0 158.67 74.06 108.61 107.68
24 0 287.41 5.74 247.4 77.36
46 0 408.8 54.9 362.3 104.67
0 -88.68 67.11 -113.78 23.76

23.77 0 36.23 81.25 19.65 58.93

439.
101.

0.0

290.

39 0 472.73 74.27 396.73 87.46
46 0 93.34 25.96 57.86 0.0

0 21.76 24.94 19.23 55.85

59 0 281.63 73.92 236.3 97.95

51.78 0 80.57 16.61 81.82 64.4

371.
646.
371.

0.0

218.
335.

46 0 364.57 76.74 336.35 1.22
52 0 696.51 60.71 627.01 74.64
77 0 437.47 2.12 411.01 58.18
0 -120.72 25.21 -203.79 0.0

4 0 206.35 65.38 168.11 0.0

9 0 312.33 71.2 291.54 1.54

51.25 0 39.34 119.41 34.12 44.62

2. Runde

2.2.8 Mdégliche Erweiterungen

Im Folgenden sind mogliche Erweiterungen der Aufgabenstellung aufgefiihrt:

* Siedlungsbau auf beiden Seiten der Kiistenstrafle

Verwendung von oberen und unteren Schranken (ggf. Auslassen einzelner Dreiecke)

Nichtlinearer Verlauf der Kiistenstralle

Andere Formen (z.B. Polygone oder Ellipsen) statt Dreiecke

Eingreifen des Benutzers zur interaktiven Verbesserung eines Ergebnisses

2.3 Bewertungskriterien

Einige der Bewertungskriterien werden hier ndher erldutert:

* (Zu 1.1) Bei der Modellierung des Problems ist fiir die Anordnung der Dreiecke zu beach-
ten, dass die Dreiecke verschoben, rotiert und gespiegelt werden kdnnen. Die Losungen
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miissen alle Dreiecke umfassen und diirfen auBer Beriihrungen keine Uberlappungen der
Dreiecke enthalten.

e (Zu 1.2) Die Richtschnur ist, dass nur ein fortschrittliches, heuristisches Verfahren Null
oder Pluspunkte erhilt, wenn die Heuristik mit deutlichen Verbesserungen und sinnvollen
Optimierungen ausgestattet ist, ansonsten gibt es:

— 4 Minuspunkte, wenn nicht zumindest Beispiele 1 und 2 richtig gelost wurden;
— 3 Minuspunkte, wenn nur die beiden Beispiele 1 und 2 richtig gelost wurden;

— 2 Minuspunkte, wenn das Verfahren vornehmlich in einer simplen (z.B. ficherarti-
gen) Anordnung der Dreiecke ohne weitere Verbesserungen besteht;

— 1 Minuspunkt, wenn das Verfahren nicht nur in einer simplen Anordnung der Dreie-
cke besteht, sondern zumindest Verbesserungen unternimmt, die jedoch auch simpel
sind bzw. nur eine geringe Verbesserung der Ergebnisqualitit bewirken.

* (Zu 1.3) Die Laufzeit des Verfahrens sollte quadratisch oder besser sein.

* (Zu 1.4) Die in der Beispiellosung enthaltenen Ergebniswerte sind eine bedeutende Ori-
entierungshilfe fiir die Qualitdt moglicher Ergebnisse fiir die vorgegebenen Beispiele.
Abweichungen von den Orientierungswerten fiihren entsprechend zu Minus- oder Plus-
punkten.

* (Zu 1.5) Die Grenzen der angewandten Heuristik sollten erkannt und diskutiert werden.

* (Zu 2.4) Da zur Losung nur heuristische Verfahren sinnvoll sind, sollte dieser Sachverhalt
niher erldutert werden.

* (Zu 3.3) Die Angabe einer Losung fiir jedes Beispiel geniigt. Jedes Ergebnis muss den
Gesamtabstand angeben. Rundungen der Rechenergebnisse sind in Ordnung.

* (Zu 3.5) Eine visuelle Darstellung der Ergebnisse ist ein Muss, sie kann allerdings auch
nur manuell generiert sein.
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Aufgabe 3: Schach dem Wildschwein

Da die Aufgabenvarianten 3A und 3B algorithmisch sehr dhnlich sind, 3A aber kaum bearbeitet
wurde, wird im Folgenden nur eine Losung fiir die Variante 3B néher beschrieben.

3.1 Losungsidee
3.1.1 Schach und Matt

Schach, auch das Spiel der Konige genannt, ist eines der populédrsten und gleichzeitig kom-
plexesten Brettspiele. Die Anzahl aller moglichen Stellungen liegt vermutlich im Bereich von
108, In dieser Aufgabe soll untersucht werden, ob mit drei Springern ein Schachmatt erzwun-
gen werden kann. Schachmatt ist dabei die Situation, bei der das Feld des Konigs von einer
gegnerischen Figur bedroht wird und es keinen erlaubten Zug des Konigs gibt, um die Bedro-
hung aufzuheben.

In der Schachwelt ist dies ein Problem der sogenannten elementaren Mattfithrung, die aller-
letzte Phase in Schachendspielen, wenn ein Spieler nicht mehr {iber geniigend Figuren verfiigt,
um dem angestrebten Mattangriff des Gegners noch entscheidenden Widerstand entgegensetzen
zu konnen.!3-1° Wenn auch etwas unwahrscheinlich, kann dieses Problem durch die Umwand-
lung eines weillen Bauern in einen dritten Springer real auftreten. Es ist bereits bekannt, dass
Endspiele mit nur zwei weiBen Springen nicht gewonnen werden konnen.?0-2!

Interessante Ressourcen zur Schachprogrammierung im Allgemeinen sind u.a. das Chess Pro-
gramming Wiki%? und, insbesondere fiir Szenarien wie dieser Aufgabe, die Endspieldatenbank
von Shredder??, in der fiir jede Stellung mit sechs Figuren oder weniger eine optimale Stra-

tegie eingetragen ist. Uber die Notation von Schachstellungen informiert Wikipedia ausfiihr-
hCh.24’25’26

3.1.2 Grundlegende Lésungsstrategie

Eine mogliche Idee zur Losung der Aufgabe ist, jede mogliche Ausgangsstellung zu priifen, ob
Weil} von dieser aus eine Siegstrategie gegen Schwarz hat. Dabei stof3t man auf zwei Hauptpro-
bleme, erstens, wie man mit der groBen Menge an Brettstellungen umgeht, und zweitens, wie
man Brettstellungen im Hinblick auf den Sieg von WeiB} effizient evaluiert. Auf den allerersten
Blick existieren immerhin 64 -63-62-61 - 60 ~ 900 Millionen Mo6glichkeiten, die fiinf Figuren
auf dem Schachbrett zu verteilen.

Jedoch lieB sich zunichst feststellen, dass ein erzwungenes Matt nur auf einem der 28 Randfel-
der statt auf allen 64 Felder des Bretts moglich ist: Auf jedem Feld auBerhalb des Randes hat

13Elementare Mattfiihrung. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Elementare_Mattfiihrung

19Endspiel. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Endspiel_(Schach)

20Springerendspiel. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Springerendspiel

21 Two knights endgame. Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Two_knights_endgame

22Chess Programming Wiki, https://www.chessprogramming.org

23Shredder Endgame Database, https://www.shredderchess.com/online-chess/online-databases/
endgame-database.html

24Schachnotation. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Schachnotation

23Forsyth-Edwards-Notation (FEN). Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Forsyth-Edwards-No
tation

26Portable Game Notation (PGN). Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Portable_Game_Notatio
n
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der schwarze Konig 8 Nachbarfelder. Fiir ein Matt des Konigs miisste Weil3 diese 8 Felder und
das eine Feld des Konigs bedrohen, also 9 Felder insgesamt. Der weille Konig kann davon ma-
ximal 3 Nachbarfelder bedrohen. Zudem befinden sich unter den von ihm unbedrohten Feldern
stets zumindest drei weille und drei schwarze Felder, da der weille Konig, der keinesfalls ne-
ben dem schwarzen Konig stehen darf, nie ein 3x2-Rechteck von Feldern bedroht. Ein Springer
aber kann von diesen 6 Feldern des Rechtecks nur zwei bedrohen. Auch sind alle Felder, die ein
Springer bedroht, von der gleichen Feldfarbe, da ein Springer mit jedem seiner Ziige die Far-
be seines Feldes wechselt. Daher benotigt man fiir die drei schwarzen Felder mindestens zwei
Springer und fiir die drei weilen Felder mindestens zwei andere Springer, insgesamt also vier
Springer. Deswegen reichen die drei vorhandenen weilen Springer fiir ein Matt des schwarzen
Konigs auf einem Nichtrandfeld des Schachbretts nie aus.

AuBerdem lohnt es sich, zunédchst die Anzahl der zu betrachtenden Schachstellungen zu re-
duzieren. Die erste Beobachtung ist die Aquivalenz von Stellungen, wenn die drei Springer
untereinander getauscht werden. Des Weiteren erkennt man, dass nur Stellungen, in denen der
schwarze Konig in der oberen Hilfte des Bretts steht, betrachtet werden miissen, da das Brett
ansonsten gespiegelt werden kann, um auf eine #quivalente Stellung zu kommen. Diese Uber-
legungen reduzieren die Anzahl der zu betrachtenden Stellungen um die Faktoren sechs bzw.
zwel, also insgesamt auf ein Zwolftel.

Um zu ermitteln, welche Spielstellungen den Sieg fiir Weill bedeuten, werden wir jedoch nicht
vorwirts, sondern riickwirts vorgehen und eine retrograde Analyse (Retroanalyse)?’-?® durch-
fithren (auch bekannt als ,,Backward Chaining/Induction/Reasoning/Search*>%-30):

Wir markieren von allen Stellungen zunichst nur die, in denen Schwarz bereits im Schach-
matt steht. Da laut Aufgabenstellung bereits bekannt ist, dass der schwarze Konig in den vier
Eckfeldern des Schachbretts durch Weill matt gesetzt werden kann, lassen wir auBerdem die
Stellungen bei der Markierung weg, in denen der schwarze Konig in einer Ecke steht.

Da Weil} seine eigenen Ziige frei bestimmen kann, kann bei einem Riickwirtsschritt einer wei-
Ben Figur ihr Herkunftsfeld (das Feld, auf dem die Figur im normalen Spielverlauf vorher ge-
standen haben konnte) im Prinzip unter Beachtung der Schachregeln beliebig gewihlt werden,
solange der schwarze Konig in der Herkunftsstellung nicht im Schach steht. Bei einem Riick-
wirtsschritt des schwarzen Konigs muss dagegen gepriift werden, ob von seiner potentiellen
Herkunftsstellung wirklich alle seiner moglichen Ziige zu Siegstellungen fiir Weil} fithren; ist
dies nicht so, kann die jeweilige Herkunftsstellung nicht als Siegstellung markiert werden.

Somit wird also durch alle verbliebenen Stellungen iteriert und jeweils gepriift:
* falls Weill am Zug: Gibt es mindestens einen Zug, der zu einer markierten Stellung fiihrt?
* falls Schwarz am Zug: Fiihren alle Ziige zu einer markierten Stellung?

Wenn eine der beiden Fragen zu bejahen ist, wird auch diese weitere Stellung zusammen mit
der Information, wer am Zug ist, markiert. Wenn fiir einen Zug keine neuen Stellungen markiert
werden, kann die Suche abgebrochen werden. Alle bisher unmarkierten Stellungen sind dann
Stellungen, in denen Weil3 kein Matt erzwingen kann.

?’Retrograde Analyse. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Retrograde_Analyse

28Retrograde Analysis. Chess Programming Wiki, https://www.chessprogramming.org/Retrograde_Ana
lysis

2Backward chaining. Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Backward_chaining

30Backward induction. Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Backward_induction
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3.1.3 Binare Indizierung des Schachbretts

Aufgrund der sehr hohen Anzahl von moglichen Spielstellungen bietet es sich an, auf Ganzzah-
len als Bitfelder zu operieren, um die Ergebnisse des obigen Markierungsalgorithmus effizient
zu berechnen und platzsparend zu speichern. So werden nun logische Operationen auf Bits kurz
erklért, da sie im Folgenden genutzt werden.

Bekanntlich werden Ganzzahlen (,,Integers®) vom Computer als Binirzahlen gespeichert. Daher
sind verschiedene Operationen auf dieser Reprisentation moglich, die aus technischen Griin-
den sehr schnell durchgefiihrt werden konnen. Insbesondere gilt dies fiir das logische UND
(,,AND®), das logische ODER (,,OR*) und das exklusive Oder, auch XOR (,,eXclusive OR*)
genannt. Dabei ist das Ergebnis von einem AND von zwei Bits genau dann 1, wenn beide Bits
1 sind, von einem OR 1, wenn mindestens ein Bit 1 ist, und von XOR genau dann 1, wenn
nur eines der Bits 1 ist, aber nicht beide. Werden zum Beispiel zwei Integer-Zahlen verundet,
wird die AND-Operation bitweise ausgefiihrt und ergibt eine Zahl, deren Bitdarstellung an je-
der Stelle jeweils das Ergebnis der Verundung der zwei Bits an der selben Stelle der verundeten
Zahlen ist. Beispiele mit Zahlen aus vier Bits:

* 1010 AND 1001 = 1000
* 1010 OR 1001 = 1011
* 1010 XOR 1001 = 0011

Es gibt viele Moglichkeiten, ein Schachbrett als Datenstruktur zu reprisentieren.'-32 So gibt
es brettzentrische Reprisentationen wie ein 8 x 8-Feld, wobei jede Zelle die Figur enthilt, die
das Feld besetzt, und figurenzentrische Reprisentationen, bei der fiir jede Figur der Spieler die
jeweilige Position gespeichert wird. Insbesondere bietet sich ein sogenanntes Bitboard oder ein
Bit-Array an, um eine Schachstellung zu speichern.

In dieser Aufgabe wihlen wir aufgrund der geringen Figurenzahl eine figurenzentrische Dar-
stellung und nutzen ein sogenanntes 0x88-Brett, benannt nach der hexadezimalen Konstante
0x88, die noch in der Zuggenerierung eine wichtige Rolle spielen wird.3*Dabei speichern wir
fiir jede Figur ihre Position zwischen 0 und 63 sowie ihre dquivalente Position auf dem 0x88-
Brett. Letzteres ist praktisch ein 16 x 8-Brett, dargestellt durch ein eindimensionales Array,
wobei die Hilfte der Felder ungiiltige Positionen umfassen. Die spezielle Darstellung sorgt da-
fiir, dass man einfach und effizient priifen kann, ob eine Position auf dem Brett liegt oder nicht.
Dabei wird die entsprechende Position einfach mit 0x88 verundet, beim Ergebnis 0 ist es eine
giiltige Position.

In dem von uns genutzten Bit-Array wird eine Stellung wie folgt kodiert: Fiir jede der Figuren
werden je sechs Bits benutzt, auler fiir den schwarzen Konig, da fiir ihn bereits fiinf Bits aus-
reichen. Damit werden die Positionen der Figuren auf dem Brett indiziert, wobei der Index O in
der unteren linken Ecke al des Schachbretts ist und der Index 63 in der oberen rechten Ecke hS.
Fiir den schwarzen Konig geniigt, wie oben erklirt, die obere Hélfte des Brettes. Somit werden
4.6+ 5 = 29 Bits benotigt, um eine Brettstellung eindeutig zu beschreiben; wenn man moch-
te, kann man noch ein Extra-Bit dafiir verwenden, welcher Spieler am Zug ist. Zudem konnen
verschiedene Bits des Array-Eintrages markiert werden, um zu bestimmen, ob Weill gewinnt,

31Board Representation. Chess Programming Wiki, https://www.chessprogramming.org/Board_Represe
ntation

2Board Representation. Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Board_representation_(chess)

33Schachprogramm — 0x88-Darstellung. Wikipedia, https://de.wikipedia.org/wiki/Schachprogramm#0
%C3%9788-Darstellung
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Abbildung 3.1: Beispielstellung fiir die Indizierung des Schachbretts.

wenn entweder Weill oder Schwarz am Zug ist. (Den Inhalt dieser zusitzlichen Bits wiirde man
durch eine Verundung mit einer entsprechenden Konstante ermitteln.) Auch wenn hier jeweils
sechs Bit fiir die Springer genutzt werden, geniigt es beim Iterieren iiber ihre Positionen, nur
die zu betrachten, bei der sie aufsteigend sortiert sind.

Als Beispiel fiir einen Positionsindex wird hier der Index vom Schachbrett in Abbildung 3.1
angegeben. Der schwarze Konig steht auf d7, was Position 51 (binédr: 110011) entspricht. Der
weille Konig ist auf Position 62 (binér: 111110), und die Springer stehen auf 6, 7 und 56 (binér:

, , ). Ein moglicher Gesamtindex (die Reihenfolge der einzelnen Indizes
ist frei wihlbar, solange man konsistent bleibt) ist dann 111110110011
bzw. 102731699 als Dezimalzahl.

3.1.4 Zuggenerierung und Matt-Priifung

Fiir die Zuggenerierung werden fiir jede Figur die moglichen Zugoffsets gespeichert, d.h. die
Positionsdifferenzen, um die moglichen Zielfelder zu erreichen. Hierbei ist der Vorteil der Ver-
wendung eines ein- statt zweidimensionalen Index, dass nur eine Addition erforderlich ist. So
sind beispielsweise {—1,—9,—8,—7,1,7,8,9} im Prinzip alle Zugméglichkeiten eines Konigs
im Uhrzeigersinn: —1 ist dabei der Zug ein Feld nach links, —9 der Zug ein Feld diagonal nach
links oben, ..., 8 der Zug ein Feld nach unten und 9 der Zug ein Feld diagonal nach links
unten.

Matt liegt vor, wenn Schwarz keine Zugmdoglichkeiten mehr auf eine Position hat, wo der Konig
nicht bedroht wird. Da Schwarz in dieser Aufgabe nur den Konig besitzt, muss nur fiir die
aktuelle Position des Konigs und jede seiner Zugmdoglichkeiten gepriift werden, ob auch die
neue Positionen bedroht werden. Dies wird bewerkstelligt, indem man den Index des schwarzen
Konigs vom Index jeder weillen Figur subtrahiert und priift, ob die sich ergebende Differenz
gleich einer der moglichen Zugoffsets des schwarzen Konigs ist. Hierbei sind die Rénder des
Schachbretts zu beachten.

Auch markiert man, ob der schwarze Konig einen Springer schlagen kann, und geht bei der
Suche dhnlich wie bei der Matt-Suche vor, nur mit dem Unterschied, dass man die Stellungen
markiert, bei der ein schwarzer Zug dazu fiihrt, dass ein Springer geschlagen wird; wenn Weil3
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Abbildung 3.2: Weill kann das Schlagen des Springers auf a8 nicht verhindern, da sowohl b6
als auch c7 vom schwarzen Konig bedroht werden.

am Zug ist, markiert man all die Ziige, die dazu fiihren. Ein Beispiel dafiir zeigt Abbildung 3.2.
Weill kann keinen Zug machen, der nicht zu einer Stellung fiihrt, die bereits markiert wurde
(Schwarz kann in einem Zug den weillen Springer schlagen).

3.2 Ergebnisse
Fiir jedes der fiinf vorgegebenen Beispiele ist im Folgenden nur jeweils eine Losung als Ergeb-

nis angegeben, da es meist viele verschiedene Losungen gibt. Die Anzahl der Ziige ist in der
jeweiligen Zugfolge enthalten.
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3.2.1 Beispiel 1: schach1.txt

o T - Y O N

Ergebnis: Matt Schwarz
Anfangsstellung: 5N1k/3N4/8/5N2/8/8/4K3/8 w
Zugfolge (25 Halbziige):
1. £8-e6 2. h8-g8 3. d7-eb 4. g8-h8 5. f5-e7 6. h8-h7
7. eb-gb 8. h7-h6 9. g6-18 10. h6-hb 11. e7-£5 12. hb-g4
13. f5-g7 14. g4-g3 156. £f8-d7 16. g3-g4& 17. d7-e5  18. g4-g3
19. g7-f5 20. g3-g2 21. e6-f4 22. g2-h2 23. e5-f3 24. h2-hl
25. fb-g3

- N W A 00 OO N
- D W A O O N

Abbildung 3.3: Beispiel 1 (Anfangsstellung) Abbildung 3.4: Beispiel 1 (Endstellung)
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3.2.2 Beispiel 2: schach2.txt

Ergebnis: Matt Schwarz

Anfangsstellung: 8/2N5/8/8/k7/3N4/1K2N3/8 w

Zugfolge (9 Halbziige):
1. e2-¢3 2. ad4-ab 3. ¢c3-db 4. ab-a4 5. d3-b4 6. ad-ab
7. b4-c6 8. ab-a4 9. d5-c3

Endstellung: 8/2N5/2N5/8/k7/2N5/1K6/8 b

N WA~ 010 N

g h

Abbildung 3.5: Beispiel 2 (Anfangsstellung) Abbildung 3.6: Beispiel 2 (Endstellung)

3.2.3 Beispiel 3: schach3.txt

Ergebnis: Matt Schwarz
Anfangsstellung: 1N6/7K/8/8/5k2/8/NN6/8 w
Zugfolge (47 Halbziige):
1. h7-g6 2. f4-13 3. b2-d3 4. £3-g4 5. b8-c6 6. g4-£3
7. c6-e5 8. £3-g2 9. d3-f4 10. g2-g3 11. gb-g5  12. g3-f2
13. gb-g4 14. £2-f1 15. eb-£3 16. £1-£2 17. a2-c3 18. £2-f1
19. ¢3-b1  20. f1-f2 21. bl-d2 22. f2-e3 23. f4-d5 24. e3-e2
25. g4-g3 26. e2-d3 27. g3-1f2 28. d3-c2 29. f2-e2 30. c2-c1
31. £3-d4 32. c1-b2 33. d2-b3 34. b2-bl1 35. d5-b4 36. bl-b2
37. e2-d3  38. b2-bl 39. b4-c6 40. bl-a2 41. d3-c2 42. a2-a3
43. c2-bl 44. a3-a4 45. b3-c5 46. a4-a3 47. d4-c2
Endstellung: 8/8/2N5/2N5/8/k7/2N5/1K6 b
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Abbildung 3.7: Beispiel 3 (Anfangsstellung)

3.2.4 Beispiel 4: schach4.txt

2. Runde

- \V] w &~ (¢} » ~ o
S

5y
5y
/@//

%/

a b c d e f g h

Abbildung 3.8: Beispiel 3 (Endstellung)

Ergebnis: Matt Schwarz

Anfangsstellung: 8/1N6/6N1/8/8/8/6N1/1K3k2 w

Zugfolge (39 Halbziige):
2.
8.

14.

20.

26.

32.

1.

7.
13.
19.
25.
31.
37.

g2-e3
b7-d6

38.

f1-£f2
h2-h1
hi-gi
el-d2
d2-d1
dil-c2
bl-al

3.

9.
15.
21.
27.
33.
39.

e3-f5
f5-e3
ed-£f2
al-b2
h3-f2
g2-e3
e3-c2

4.
10.
16.
22.
28.
34.

Endstellung: 8/8/8/8/8/K1NN4/2N5/k7 b

£2-g2
h1-h2
gl-f1
d2-el
d1-d2
c2-cl

5.
11.
17.
23.
29.
35.

g6-f4
d6-e4
£2-h3
g4-e3
f2-e4
f£4-d3

. g2-h2
12,
18.
24,
30.
36.

h2-hl
fi-el
el-d2
d2-d1
cl-bl

Abbildung 3.9: Beispiel 4 (Anfangsstellung)
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Abbildung 3.10: Beispiel 4 (Endstellung)
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3.2.5 Beispiel 5: schach5.txt

Ergebnis: nichts gefunden
Anfangsstellung: 4N3/4k3/8/4N3/8/8/7N/3K4 w

By
/////

>

\\\\
\

7

////

_
i 8 %

a

9

Abbildung 3.11: Beispiel 5 (Anfangsstellung)

Begriindung fiir dieses Ergebnis: In diesem Beispiel kann Weil} keinen Sieg erzwingen, da der
schwarze Konig bereits den weillen Springer auf e8 bedroht. Da Weil am Zug ist, kann sein
Springer nur auf ¢7 oder g7, aber nicht auf d6 oder f6 bewegt werden, ohne vom schwarzen
Konig weiter bedroht und im néchsten Zug von ihm geschlagen zu werden. Nachdem aber
Weil seinen Springer auf c7 bzw. g7 zog, kann Schwarz auf d6 bzw. f6 ziehen und damit beide
weille Springer gleichzeitig bedrohen. Da Weill im nichsten Zug nur einen der beiden Springer
wegziehen und nicht beide Springer decken kann, wird der schwarze Konig einen der beiden
weillen Springer schlagen konnen; aufgrund des Verlusts eines seiner drei Springer kann dann
bekanntlich ein Sieg von Weil3 nicht mehr erzwungen werden.

Lésung des Schachproblems

Es zeigt sich nach dem Ausrechnen aller Méglichkeiten, dass Weil3 auf allen Randfeldern des
Schachbretts Matt fiir Schwarz erzwingen kann.

Weitere Einsichten

Im Falle einer Stellung wie in Abbildung 3.12 hat Weill immer eine Siegstrategie, auer dann,
wenn Weil} ein Patt nicht vermeiden kann. Ein Beispiel fiir eine Stellung, in der Weil3 in Auf-
gabenvariante 3A gewinnen kann, aber nicht in Variante 3B, ist in Abbildung 3.13 zu sehen.
Stellungen dieser Art, die so direkt ins Patt miinden, sind die einzigen, die sich zwischen den
Aufgabenvarianten unterscheiden.
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Abbildung 3.12: Kein Zug ist moglich, der das Patt bricht.
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Abbildung 3.13: Normalerweise wire Sd7-b6 ein Siegeszug fiir Weil3. Da aber Schwarz nicht
in der Ecke mattgesetzt werden soll, bleiben Weil3 nur Pattziige ibrig.

3.3 Alternative Verfahren und mégliche Erweiterungen

Grundsitzlich lassen sich die Stellungen entweder durch Vorwirtsziige oder Riickwirtsziige er-
reichen. Alternative Losungsverfahren konnten auch andere Repréisentationen von Schachbret-
tern und Figurenstellungen involvieren, auch unterschiedliche Markierungsalgorithmen sind
moglich.

Im Folgenden sind auBerdem mogliche Erweiterungen der Aufgabenstellung aufgefiihrt:
* Beriicksichtigung anderer Figuren.
* Erhohung der Anzahl der Figuren.
+ Anderung der Spielregeln.
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3.4 Bewertungskriterien

Einige der Bewertungskriterien werden hier nédher erldutert:

* (Zu 1.1) Zur addquaten Modellierung des Problems gehoren die Beachtung der Schachre-
geln und auch der Moglichkeit, dass der schwarze Konig unter Umsténden einen Springer
schligt (vgl. Beispiel 5).

* (Zu 1.2) Es ist damit zu rechnen, dass die Laufzeit eher lang ist; mehrere Stunden sind in
Ordnung, aber nicht Tage.

* (Zu 1.3) Das angewandte Verfahren sollte stets den Sieg erzwingen kdnnen, wenn er
moglich ist.

* (Zu 1.4) Nicht nur die vorgegebenen Beispiele sollten gelost werden, sondern es soll-
te auch durch geeignete Uberlegungen sowie insbesondere durch Ausrechnen ermittelt
werden, dass nur auf den Randfeldern des Bretts ein Sieg erzwungen werden kann.

* (Zu 1.5) Die Stellungen sollten intern kompakt gespeichert werden.

* (Zu 1.6) Symmetrien zum Beispiel des Bretts sollten zur Reduktion des Rechenaufwands
beriicksichtigt werden.

* (Zu 2.4) Das Verfahren sollte effizient implementiert sein. Hohe RAM-Anspriiche des
Programms sollten in der Dokumentation besprochen werden und sich in Grenzen halten
(nicht mehr als 32 GB RAM), aulBer sie sind fiir sehr hohe Performanz (und nicht nur
relativ schlechte Implementierung) gerechtfertigt.

* (Zu 3.5) Die Ergebnisse sollten Zwischenschritte enthalten.
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Anhang: Perlen der Informatik aus den Einsendungen

Aufgabe 1: Lisas Weg

,Lisa rennt mittig durch die Polygone anstatt sie zu umgehen.*

,,INun soll ein moglichst kurzer Weg [...] gefunden werden, wobei dieser nicht durch Hin-
dernisse fithren soll.* Fuinote dazu: ,,Zumindest nicht, wenn Lisa als Zielposition nicht
das Krankenhaus erreichen will.*

,Bventuell ist Lisa gerade 18 geworden und mdchte nun mit threm Auto zur Bushaltestelle
fahren, auch wenn man iiber die dkologische Sinnhaftigkeit dieses Vorhabens streiten
kann.“ FuBnote dazu: ,,Hier Fridays-for-Future-Demonstration einfiigen.*

,Die Angabe fiir die Dauer in den Ausgaben ist als Dezimalzahl in Minuten angegeben.
Der Nachkommaanteil entspricht also nicht der Sekundenanzahl.*

,,Ich habe das Programm iiber die Nacht laufen lassen und es war immer noch am Aus-
probieren. Das Maximum der Wegkombinationen ist bei 50 Punkten die Fakultit von 50
und die ist 3,04140932 x 10%*. [...] Ich musste Losungsideen finden, wie das Programm
schneller werden kann.*

,Die Strecke, die Lisa zu laufen hat, betrdagt 95 Meter. Sie braucht fiir diese Strecke bei
15 km/h 22 Sekunden. Indexfehler sorgt fiir Teleportationsfahigkeiten.*
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» Physikalische Gesetze missachtet Lisa leider vehement. Gut, dass sie in den ersten bei-
den Stunden Physik hat. Schlecht, dass sie den Bus wohl nicht erreicht.*

Aufgabe 2: Dreiecksbeziehungen

* ,Winkel, die einen Wert kleiner als -90° oder groler 90° haben, widersprechen der Auf-
gabenstellung und sind somit verboten.

e _Nur wenn sie [die Konstante k] einen Wert zwischen O und 1 aufweist, besteht Hand-
lungsbedarf.*

 ,Das rechte Dreieck liegt nicht gut am linken an.*

14

0 20 0 &0 80 100 120 140
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Aufgabe 3: Schach dem Wildschwein

* ,Da es pro Datenbank ca. [...] Gewinnstellungen gibt, betrdgt die Geschwindigkeit des
Programms somit [....] 36 Megastellungen pro Minute = 600 Kilostellungen pro Sekunde.
Das bedeutet, dass die Uberpriifung der Nachbarn einer einzelnen Stellung eine sechhun-
derttausendstel Sekunde, also ca. 1667 ns benotigt.*
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